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SAGGIO 

SULL’ ALGEBRA DEGLI IMMAGINARI! 

DEL PROF. 

GIUSTO BELLAVITIS 


Vi sono dei Filosofi, vi sono degli Scienziati, che pretendereb- 
bero che per rettamente ragionare si dovessero da prima definire esat- 
tamente quelle idee delle quali vuoi trattarsi; che si dovessero aver 
sempre presenti al pensiero le definizioni, per vedere se sia ad esse 
conforme quanto di quelle idee si andrà discorrendo. Vorrebbero que- 
sti scrupolosi che non si desse alle parole maggior valore di quello 
che comporti la definizione: vorrebbero che dalle scienze affatto si pro- 
scrivessero le parole di significato o non ben preciso od ambiguo. — 
Esigenze queste che alcuno direbbe esorbitanti e non poco minacce- 
voli alla vastità di molte scienze: nulladimcno non si saprebbe negare 
a tali esigenze un cotai poco di ragionevolezza quando si rivolgono a 
quelle scienze che pretendono esser figlie immediate della sola ra- 
gione, alla Filosofia cioè ed alla Matematica pura ; — della Filosofia non 
intendo parlare. 

Per quegli scrupolosi le formule dell’Algebra ed i loro calcoli sa- 
rebbero chimere o giuochi da fanciulli, se le lettere ed i segni, che si 
contengono in quelle formule, non esprimessero dei numeri e delle 
operazioni, delle quali si abbiano idee compiute e precise. E quando 
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la Matematica acquistò vastissimo e nuovo campo nello studio siste- 
matico di quelle idee, considerate (non v’ha dubbio) anche dagli an- 
tichi, e che i moderni denominarono o indivisibili, o flussioni, o dif- 
ferenziali; quegli scrupolosi si fecero a dimandare che cosa s’inten- 
desse per un infinitesimo minore di qualsiasi quantità, in che esso 
differisse dal nulla, o come si pretendesse calcolare dei nulla quasi 
fossero delle quantità: ed i Matematici, per cercare di rispondere a 
tali dimandc, volsero e rivolsero quelle idée, immaginarono i limiti, 
e le derivate, e forse non fecero che allontanare più o meno la dif- 
ficoltà, senza poterla del tutto superare. — Considerando gl’infinitesi- 
mi come quantità piccolissime, il loro calcolo diviene pienamente le- 
gittimo; ma il trascurare poi tali quantità in confronto delle quantità 
finite, altra volta ritenere le quantità infinitesime e trascurare le in- 
finitesime d’ ordine superiore, sono cose che fanno pensare che i cal- 
coli sieno soltanto approssimati: e qualche illustre Matematico non si 
astenne dall’ adoperare un linguaggio, che confermerebbe vie più in 
tale supposizione; se d’altronde a lutti i Matematici non fosse cer- 
tissimo, che i ragionamenti del calcolo infinitesimale, per quanto pos- 
sano sembrare imperfetti nella forma, sono rigorosamente veri nella 
sostanza . 

Se tanta difficoltà si ebbe e si ha tuttavia nell’ ammettere che le 
regole, con cui si calcolano le quantità finite, possano applicarsi a quan- 
tità infinitesime od evanescenti; potrebbe credersi a buon dritto che 
maggiori difficoltà si saranno promosse quando si pensò di applicare 
quei calcoli a quantità che non sono quantità, ad idee, delle quali 
questo solo può dirsi che contengono una contraddizione; che sono 
impossibili. Nulladimcno, mentre anche molli ignari delle Matemati- 
che parlarono a lungo delle oscurità del calcolo infinitesimale, e cre- 
dettero che le loro obbiezioni valessero a smuovere i fondamenti della 
scienza, fu poi riguardato con molto maggior indulgenza il calcolo 
delle quantità immaginarie. E vero che l'idea di quantità nasce dal 
confronto di due cose della stessa specie, e precisamente da quel 
quante volte una delle coso dovrebbe togliersi all’ altra per intera- 
mente esaurirla; è vero che quantità immaginaria è un’idea affatto 
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differente, so pur può dirsi idea l’ accozzamento di due parole: ma 
dal momento che queste quantità immaginarie si esprimevano con 
lina lettera o con un segno, c si calcolavano alla maniera delle quan- 
tità, pare che la massima parte dei Matematici se ne sicno pienamente 
accontentati . 

E d’ altronde sono pur cose mirabili quell' introdurre nelle for- 
mule dei segni senza alcun possibile significato, e poscia dopo un 
certo lavoro di calcolo trarne fuori una qualche verità; quel ricer- 
care una soluzione impossibile e veder l' Algebra che risponde con 
una quantità immaginaria, e tal' altra volta cercare una quantità reale 
e trovare una formula tutta involta di simboli immaginari! c perciò 
affatto inutile. La realtà è spesso così gretta, l' immaginario cosi me- 
raviglioso, che a niuno dee spiacere che anche la Matematica abbia 
i suoi immaginari! ! Non è guari che un celebre Matematico cercò 
estendere i calcoli a tre immaginari! anziché ad uno solo. 

Ad onta di tutto ciò quegli scrupoli di cui or ora parlava, quelle 
esigenze di definire l'oggetto del discorso giunsero talvolta a pro- 
muovere dei dubbii anche contro le quantità immaginarie', così il 
celebre Cauchy dichiarò clic i raziocini i estesi dal reale all' immagi- 
nario non possono considerarsi che come induzioni atte a far indovi- 
nare qualche volta la verità, ma che poco si accordano colla tanto 
vantata esattezza delle scienze matematiche, ed egli considerò ogni 
equazione contenente immaginari! come un’ espressione simbolica di 
duo equazioni fra quantità reali; ma dubito molto clic se si volessero 
seguire tali rigorosi principii, l’ uso delle quantità immaginarie perde- 
rebbe ogni facilità. 

Chi abbia scorsa un’ opera d’ Algebra può inoltre aver osservato 
che, quantunque si ritenga come cosa per sè stessa evidente, che 
alle quantità immaginarie si possano applicare i calcoli e le regole 
che valgono per le quantità reali, nulladimcno quasi tutte le questioni 
si riferiscono propriamente alle sole quantità reali; e delle quantità 
immaginarie si parla soltanto quando esse vengono ad introdursi nel 
processo del calcolo. Così per esempio se si tratta della risoluzione 
di un’equazione algebraica, si suppone che tutti i suoi coefficienti 
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sieno reali; c di quantità immaginarie si parla solamente quando si 
trova che il numero delle radici reali è minore del grado dell’equa- 
zione: — nei problemi di massimo o minimo tacitamente si suppone 

che le variabili abbiano valori reali; nè finirci si presto 

se volessi accennare tutti i casi, nei quali si considerano per regola 
le quantità reali, e le quantità immaginarie soltanto per eccezione. 

Ora ammessa una volta la legittimità dei calcoli delle quantità im- 
maginarie, io credo che tal principio debba adoperarsi in tutta la sua 
generalità, c che debba formarsi un'Algebra, la quale tratti sempre 
degl' immaginarti (e quando dico immaginarti intendo parlare dei so- 
liti binomii contenenti una parte reale ed una immaginaria senza esclu- 
dere il caso clic manchi la seconda parte, e perciò l’ immaginario si 
riduca ad una quantità reale). Di questa Algebra più generale delle 
Algebre finora scritte mi propongo di dare un Saggio nella presente 
Memoria. — Scorrendo questo Saggio si vedrà quante questioni dell’Al- 
gebra meritassero di essere considerate sotto un punto di vista più 
generale, e forse si riconoscerà che molto rimane ancora da fare in 
questo argomento. 

Veramente io crederei che l’Àlgebra delle quantità reali fosse una 
scienza da trattarsi prima e separatamente dall’ Algebra degl’ imma- 
ginarli, della quale essa è un caso particolare; ma molti Matematici 
hanno una decisa predilezione per procedere invece dal generale al 
particolare; eglino potranno soddisfare tal predilezione cominciando a 
bella prima dall'Algebra degl’ immaginarii. Ho detto clic a mio cre- 
dere l’ Algebra delle quantità reali dovrebbe trattarsi separatamente 
dall' altra, perchè io credo che anche senza nemmeno nominare una 
quantità immaginaria l’Algebra possa spingersi molto innanzi; forse 
più di quanto può occorrere a chiunque abbia bisogno di conoscere 
le verità dell' Algebra senza poi formarsene uno studio speciale. Qual 
danno si arrecherebbe all’ insegnamento se agli studiosi si parlasse 
delle sole vere quantità, e cosi si perdesse una occasione per abi- 
tuarli a ritenere che i dotti hanno il potere di chiamare quantità an-.. 
che ciò che non è una quantità, e che dal momento che ad una cosa 
si diede il nome di quantità, essa è soggetta alle stesse regole delle 
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vere quantità? Di tale questione non intendo occuparmi, che già il mio 
desiderio che l’Algebra delle quantità si esponga senza considerare 
gl’ immaginarli è forse soltanto una utopia. 

Qualunque sia il picciol conto in cui debba tenersi l' esigenza di 
non trattare se non di cose esattamente definite, pure io non ardirei 
occuparmi delle quantità immaginarie se non avessi un tipo reale a 
cui riferirle, se dovessi limitarmi all’ unione di due parole quantità 
ed immaginaria, e ad una condizione, cui nessuna quantità può sod- 
disfare: per quanta fiducia io voglia avere in quella certa facoltà, che 
dicesi ragione umana, non potrei astenermi dal temere che essa cada 
in qualche errore quando non vi sia un fatto, il quale verifichi o 
raddrizzi le sue deduzioni . — Forse che si potrebbe addurre qual- 
che esempio di errori, in cui sia caduta la ragione umana quando si 
occupò di sole ideo astratte. 

11 tipo, o, come si disse, la rappresentazione delle quantità imma- 
ginarie, fu data da parecchi Analisti molto prima che io ne dedu- 
cessi il mio metodo delle equipollenze; anche il Cauchy la adopera 
non rade volle, ma sempre come un mezzo di esprimere più chiara- 
mente qualche circostanza relativa alle quantità immaginarie, non già 
come l’essenziale ed unica definizione delle medesime: io invece la 
prenderò come la vera definizione, e da essa dedurrò le proprietà de- 
gli immaginari! . 

Consideriamo un piano verticale, in esso una retta orizzontale, e 
in questa un punto di origine: una porzione della linea orizzontale 
contata dal punto di origine ci rappresenta una quantità reale, che 
è positiva se il secondo estremo della porzione di retta è a destra 
del punto di origine, e negativa nel caso opposto. Ora se pel punto di 
origine sia tirata sul piano verticale una qualunque retta non orizzonta- 
le, essa ci rappresenterà ciò che noi, per discostarci il meno possibile 
dal comune linguaggio, diremo un immaginario. Vedremo che questo 
immaginario è soggetto alle stesse regole, a cui si sottopone quel non 
so che, cui gli Analisti dissero una quantità immaginaria: e vedremo 
che una retta verticale condotta pel punto di origine ed uguale all’ unità 
di lunghezza, corrisponde colla quantità immaginaria ± 1 / — i . 



SAGGIO SULL’ ALGEBRA DEGLI IMMAGINARI! 


Che cosa è la somma di due immaginarli? Ciò deve stabilirsi per 
definizione, non mai dedursi dalla definizione relativa alla somma delle 
quantità, che ne è soltanto un caso particolare. La somma di due im- 
maginari! è espressa da una retta, la quale potrebbe anche rappre- 
sentare nel solito modo la risultante di due forze applicate al punto 
di origine e rappresentate dalle rette, che esprimono i due immagi- 
nari! che vogliono sommarsi. — 11 prodotto di due quantità si riduce ad 
una somma quando il moltiplicatore è un numero intero; ma la defini- 
zione è più difficile se i due fattori sicno quantità frazionarie od an- 
che incommensurabili. Parmi che il prodotto sia quella quantità, nella 
quale si cangia il moltiplicatore quando all 1 unità si sostituisce il mol- 
tiplicando: nello stesso modo il prodotto di due immaginari! c espresso 
da quella retta, che ha con quella esprimente il moltiplicando Io stesso 
rapporto di grandezza e d 1 inclinazione , che la retta esprimente il mol- 
tiplicatore ha con quella che esprime I’ unità . 

Nella retta che esprime un immaginario si nota la grandezza e 
l' inclinazione : quando quest' ultima è 0." o 1 80.° l’ immaginario di- 
venta una quantità positiva o negativa. 1 nomi di grandezza e d 1 in- 
clinazione nascono spontanei dall 1 oggetto, e sono molto più oppor- 
tuni di quelli di modulo c di argomento , che adoperandosi in altri si- 
gnificati porterebbero non poca confusione, come in seguilo avremo 
occasione di osservare. 

Supposto che non giovi occupare i Matematici studiosi nell 1 esa- 
me di oggetti nè definiti, ne definibili, io crederei che anche nell'Al- 
gebra elementare se pur si vogliano nominare gl 1 immaginari!, essi si 
debbano considerare come rappresentanti le rette inclinale a quella 
retta, su cui si prendono le quantità reali: vai meglio cercare un tipo 
ed una definizione nella Geometria, piuttostochè parlare di cosa, di 
cui non può formarsi alcuna idea. Ollcrrebbesi un altro vantaggio nel 
collegare per tal guisa l'Algebra elementare colia Geometria piana, 
che si abituerebbe lo studioso al linguaggio del metodo delle equi- 
pollenze, il quale con pochissimi principii insegna a trovare per via 
diretta i teoremi della Geometria elementare, comprende sotto un più 
ampio aspetto il metodo delle coordinate, ed è utile in tutta la Gco- 
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metria e la Meccanica. La rappresentazione geometrica degli immagi- 
nari^ che era quasi affatto dimenticata quando alcuni anni or sono io 
ne traeva il metodo delle equipollenze, forma ora oggetto di frequen- 
tissime comunicazioni nel Philosophical Magazine. 

L’oggetto della presente memoria non c, come già dissi, l’uso 
geometrico del metodo delle equipollenze, bensì lo studio puramente 
algcbraico degl' immaginarli considerati in tutta generalità . Io tratto 
da prima della risoluzione delle equazioni nelle quali l’ incognita è 
elevata ad alcune potenze espresse da numeri interi, ed i coefficienti 
sono per regola immaginarli, e soltanto per eccezione divengono quan- 
tità reali. Il primo teorema da dimostrare è quello che tali equazioni 
ammettono sempre tante radici (piani' è il loro grado . Credo che debba 
aggiungersi qualche considerazione, onde rendere del tutto rigorosa la 
dimostrazione data dal Cauchy dell’ essere impossibile che un’equa- 
zione algebraica sia priva di radici. Continuando l’esame della teoria 
delle equazioni, mi si offerse subito una lacuna nell’ Algebra degl’ im- 
maginari!: in quella dei reali il teorema del Rollo insegna che fra due 
radici ne cade sempre una dell' equazione derivata; nelle equazioni ad 
immaginarli resta ancora vero che se l’equazione ha due radici uguali, 
tale radice soddisfà anche all’ equazione derivata ; ma qual è il teo- 
rema analogo a quello del Robe? Quali relazioni di posizione vi sono 
tra i punti che rappresentano le radici di un’ equazione, e quelli che 
rappresentano le radici della sua derivala? — La compiuta risoluzione 
delle equazioni esige poi il calcolo degl’ indici , il quale senza dub- 
bio non sarebbe stato scoperto dal Cauchy, se egli non avesse cono- 
sciuta la rappresentazione geometrica degl’ immaginari! . 

Io espongo da prima le formule per la risoluzione algebraica, le 
quali quando si tratta di equazioni ad immaginari! sono sempre egual- 
mente adoperabili non essendovi più caso irreducibile. Passo poi alla 
risoluzione numerica approssimata delle equazioni, la quale presenta dei 
calcoli non poco laboriosi; ma si noti che se per risolvere un’ equazione 
a coefficienti immaginarli si vuol cominciare col ridurla a coefficienti 
reali; ciò ne raddoppia il grado, e poi rimane da cercare le radici 
immaginarie di tal equazione: operazione questa tuli' altro che spedita. 
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Un argomento molto più singolare e piccante si presenta nella 
teoria dei numeri interi . Quando si vogliono introdurre nell' Algebra 
gl' immaginarli in tutta la generalità, anziché in via d'eccezione, sono 
interi non solo i numeri reali, ma eziandio le somme di numeri reali 
e di numeri moltiplicati per . — Buona parte della teoria degli 

immaginari! interi può modellarsi su quella dei numeri interi; ma per 
ben altra parte occorre inventare nuovi metodi, scoprire nuove pro- 
posizioni, e nel presente Saggio bene spesso non potei far altro che 
indicare le questioni che io non seppi risolvere. 

È noto che nella teoria dei numeri interi sono chiamati numeri 
primi, c sono considerati come indecomponibili in fattori i numeri 
2, tt, 13, 17, ec.; invece nella più vasta teoria degli interi reali od 
immaginari! questi sono interi composti, e rimangono semplici sola- 
mente i numeri 3, 7, 11, 19, ec. e gli immaginari! 1-j-V^, 2±V% 
3±2\A, ì$±2\A, ec. 

Ho creduto che darei qualche utilità al presente Saggio estenden- 
domi alcun poco intorno alla più comoda risoluzione delle varie que- 
stioni riguardanti gl’ interi : nello stesso tempo che, trattando l’ argo- 
mento sotto il più ampio aspetto da me assunto, le teorie divenendo 
più generali, divennero talvolta più semplici. Indico come si decom- 
ponga nei suoi fattori semplici un numero anche grandissimo, c po- 
scia la considerazione degl' immaginari! mi mostra che da questo pro- 
blema si deduce la risoluzione di quell' altro di trovare due numeri 
reali conoscendo la somma dei loro quadrati. 

Nella teoria degl’ interi si ha il calcolo delle congruenze , le quali 
presentano tante curiose analogie colle equazioni (due interi si dicono 
congruenti quando o sono uguali o differiscono di un dato modulo 
moltiplicato per un qualunque intero arbitrario). Le congruenze più 
osservabili sono quelle a modulo semplice; ed abbiamo già notalo che 
nel calcolo degl’ immaginari! cessano d’ esser semplici i numeri primi 
2, », 13, ec. Una di tali congruenze non può avere più radici del 
suo grado; avrebbe potuto credersi che introducendo gl’ immaginarii 
anche nella teoria degli interi, il numero delle radici fosse sempre 
uguale al grado della congruenza: ma la cosa non è cosi; vi sono 
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delle congruenze anche di grado dispari affatto prive di radici, altre 
che hanno un numero di radici minore del grado. Per tali congruenze 
cessano d’ esser applicabili quelle formule simmetriche, mediante le 
quali i coefficienti della congruenza si esprimono in funzione delle 
radici. Si potrebbe forse introdurre nel calcolo un simbolo che indi- 
casse la mancanza di qualche radice; questo simbolo lo si chiame- 
rebbe, per esempio, un numero ullraimmaginario, c datogli una volta 
il nome di numero si riterrebbe d’ essere in diritto di calcolarlo co- 
me un numero; c le pagine si empirebbero di calcoli su questi nu- 
meri ultraimmaginarii; ed allora tutte le congruenze avrebbero buono 
o mal grado tante radici quant' è il loro grado; c si magnifichcrebbe la 
generalità dell’ Algebra che cogli ultraimmaginarii indicherebbe la 
mancanza di radici reali od immaginarie. Ecco un bel campo per gli 
amatori degli immaginari!; per me confesso che non so andare se non 
terra terra; ove non abbia un tipo reale che mi offra un significato 
alle cifre, diffido della mia ragione, diffido fin anche dei calcoli. 

Molto difficile è la risoluzione numerica delle congruenze (special- 
mente di quelle a modulo reale); credo che manchi ogni criterio da 
sostituirsi agl’ indici, che vedemmo quanto utili riescano nella teoria 
delle equazioni limitando il numero dei tentativi; peraltro i metodi 
che servono per la risoluzione delle equazioni del 5.“ o del 4.° grado, 
o, a dir meglio, per la loro riduzione ad equazioni binomie, servono 
egualmente per le congruenze. L’analogia farebbe supporre che una 
congruenza del 3.“ grado avente una sola radice non potesse mai con- 
durre al caso irreducibile; pure la cosa non è cosi; viceversa vi sono 
delie congruenze con tre radici che non cadono nel caso irreducibile. 

La risoluzione delle congruenze binomie sarebbe facilissima, se per 
ciascun modulo si formassero tutte le potenze di una radice primi- 
tiva; gli esponenti di tali potenze furono chiamati indici, io credo 
più opportuno di chiamarli logaritmi ; perchè infatti essi hanno le 
proprietà dei logaritmi, e la risoluzione delle congruenze binomie si 
riduce alla divisione del logaritmo del termine dato per l’ esponente 
dell’ incognita. Nel calcolo degl’ immaginari! queste parziali tavole di 
logaritmi diventerebbero molto estese quando il modulo reale sia al- 
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cun poco grande: faccio però vedere come anche una tavola minore 
sia sufficiente a trovare tali logaritmi. 

Nel presente Saggio mi estesi alcun poco esponendo il metodo 
che praticamente mi sembra più utile per determinare le radici pri- 
mitive delle congruenze binomio; trattai più brevemente delie con- 
gruenze a modulo composto; e della ricerca dei moduli che rendono 
possibili date congruenze, vale a dire dei divisori delle espressioni di 
data forma. Passo da poi alla risoluzione delle equazioni indetermi- 
nate del 2.* grado, nelle quali naturalmente si distinguono le equa- 
zioni omogenee a tre incognite, e le non omogenee a due sole in- 
cognite : non sarà inutile vedere come per le prime i metodi dell’ im- 
mortale Lagrangia si applichino anche al caso degl' immaginari! , e 
come anzi la maggior generalità dell' argomento renda il metodo al- 
quanto più semplice. Rimane molto più diffìcile la risoluzione delle 
equazioni non omogenee relative agl' immaginarli. 

Abbozzati così alcuni capi di quella estesissima teoria che potrà 
formarsi sulle proprietà degl’ immaginari! interi, mi occupo di esten- 
dere le altre parti dell’ Algebra agl' immaginarli trattati in tutta la 
generalità . 

Se in un termine di un'equazione algcbraica l'incognita prende un 
esponente irrazionale, l’ equazione diventa trascendente : quando si ri- 
fletta alla difficoltà di trovare una radice immaginaria di equazioni al- 
gebriche si potrà credere che la difficoltà diventerà molto maggiore 
per tali equazioni trascendenti; ma queste hanno un numero infinito 
di radici immaginarie, e l'abbondanza rende facile la ricerca. Si po- 
trebbe dire che anche le equazioni algebriche hanno un numero in- 
finito di radici immaginarie; se non che tutte quelle, che differiscono 
soltanto per un numero intero di circonferenze nella loro inclinazione, 
vanno a coincidere in uno stesso punto : invece nell’ equazione tra- 
scendente tutte le radici cadono in infiniti punti di una curva; curva 
singolarissima, perchè non è costituita da punti contigui, bensì da 
punti che si succedono saltuariamente, e che quantunque di numero 
infinito pure non si può dire che coprano tutta la curva, poiché si 
può dimostrare che essi lasciano tra di loro infiniti intervalli: ossia, 
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in altri termini, infiniti punti della curva soddisfanno l' equazione, ed 
infiniti tra loro intercalali non la soddisfanno. 

La cosa diviene più singolare se l' equazione contenga due ter- 
mini, nei quali l’ incognita sia elevata a potenze di esponenti irrazio- 
nali anche fra di loro; allora qualunque immaginario (tranne quelli 
compresi in alcuni particolari spazii) può prendersi approssimatamente 
per radice. Non so che alcuno abbia trattato di queste equazioni che 
sono approssimatamente soddisfatte da qualsiasi immaginario; mi pare 
che esse sieno una fra le tante prove del moltissimo che rimane da 
fare nell' Algebra degl' immaginarli. 

Venendo alle funzioni trascendenti degl' immaginari!, bisogna da 
prima stabilirne la definizione in guisa eh' essa comprenda quella re- 
lativa alle quantità reali, e conduca a leggi analoghe. Nel calcolo dei 
reali si hanno gli Esponenziali ed i Logaritmi, dai quali dipendono i 
Seni iperbolici c le funzioni opposte: hanno con queste ultime molta 
analogia, ma ne sono affatto separate le funzioni dette Seno cd Arco- 
scno. Invece nel calcolo degl' immaginari! gli esponenziali ed i loga- 
ritmi, ed i seni iperbolici e le funzioni opposte che ne provengono, 
comprendono come caso particolare anche i comuni seno ed arco-seno: 
così nel calcolo degl' immaginarli tulle le funzioni considerate nell'Al- 
gebra elementare si riducono al logaritmo cd alla sua funzione opposta. 

Prima di procedere agli sviluppi in serie infinite di queste parti- 
colari funzioni, giova trattare in generale delle derivale delle funzioni 
c del teorema del Taylor. Supponiamo che nel nostro solito piano 
verticale il punto X prenda una qualunque posizione, cd a ciascuna 
sua posizione corrisponda una determinata posizione di un punto Y si- 
tuato nello stesso piano verticale, o se si ami meglio in un altro pia- 
no, nel quale egualmente sia stabilita l’ origine c l’ unità delle lun- 
ghezze reali; si dirà che l’immaginario Y (esprimente la posizione 
del punto Y) è funzione dell’ immaginario X. Tutto l’insieme dei 
punti Y costituisce una figura che ha una certa dipendenza dalla fi- 
gura dei punti X: cosi per esempio, se sia Y= ~ una figura potrà 
dirsi l’ ineena dell’ altra, e fra le due figure avranno luogo certe re- 
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lazioni da me studiate in apposita memoria (Annali delle scienze Voi. 
VI. 1056). — Ora se il punto X si muova un colai poco, lo stesso av- 
verrà del punto Y, il rapporto dei due spostamenti sarà esprimibile 
da un immaginario, e quando gli spostamenti divengano infinitesimi 
il limite di tal rapporto si dirà la derivata di quella funzione, che 
stabilisce la relazione tra Y ed X . Ma l’ esistenza di questo limite 
costituente la derivata presenta forse qualche non superala difficoltà 
anche nel calcolo dei reali, e mi pare che molto più sarebbe neces- 
saria una rigorosa dimostrazione nel calcolo degl' immaginarii. 

Coloro che hanno in avversione gli scrupoli troverebbero forse 
inopportuna la difficoltà da me proposta, e giudicherebbero che il 
passaggio dal reale alfimmaginario autorizzi pienamente ad ammettere 
le derivate anche delle funzioni di immaginarii; e che cosi sia evi- 
dentissimo che, per esempio, la funzione 1 r =-~ abbia la derivata 

= * ■ . lo risponderei che quando l’ accrescimento della variabile è 

reale, esso nel divenire infinitesimo percorre una retta di stabilita dire- 
zione; invece quando il punto X passa dalla sua posizione primitiva ad 
una posizione infinitamente poco variata, esso può percorrere od una 
retta di varia direzione, od una curva qualunque, per esempio una spi- 
rale ad infiniti giri: ora chi ci assicura che in tutte queste maniere di 
movimento il rapporto dei due spostamenti infinitesimi di X e di Y ab- 
bia sempre un medesimo valore? — Che se questo mio dubbio non per- 
suadesse, io avrei in serbo un’altra ragione per combattere , l’ evi- 
denza del teorema: dirci che il teorema è si poco evidente che esso 
è falso. Supponiamo che la figura piana formata dai punti y sia af- 
file, cioè sia una prospettiva parallela della figura dei punti A; sarà 
ancora vero che a ciascun punto X corrisponde con determinata legge 
un punto Y, perciò ancora potremo dire clic l’ immaginario Y è funzione 
dell' immaginario X , ma non più esisterà la derivata di lai funzione. 
So bene che in tal caso Y dipende da X = x-hE , e dal suo 

valore conjugalo x — £ (/ — t , ma ciò non toglie che Y sia fun- 
zione di X. — Cosi nel calcolo degl’ immaginarii bisogna distinguere 
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le funzioni suscettibili di derivazione, e quelle, alle quali non si sa- 
prebbe applicare il calcolo differenziale, almeno nella sua forma or- 
dinaria . 


$ I. 

Preliminari 

t. 11 calcolo degl’ immaginarli, secondo la mia maniera di vede- 
re, ha per oggetto lo studio delle relazioni di grandezza e d’ inclina- 
zione delle rette poste in un piano, aventi un loro estremo in un 
determinato punto 0, e riferite ad una determinata retta oT {Fig. 1.*). 
Supponiamo per fissare le idee che il piano sia verticale, ed in esso 
sia tirata la retta orizzontale oT, che noi prenderemo per unità delle 
lunghezze. Qualunque punto m di quella orizzontale, o, a dir meglio, 
la sua distanza O m dal punto di origine Ó, rappresenta evidente- 
mente una quantità che può sempre esprimersi con un numero intero 
o frazionario: che se il punto n cada a parte sinistra dell’ origine Ó, 
mentre 1 è alla parte destra ; il punto n , ossia la retta Un , rap- 
presenta una quantità negativa. Questa maniera di rappresentare le 
quantità c affatto ovvia, ed è opportunissima a render chiaro il si- 
gnificato di quantità negativa. Del resto la quantità è un’ idea gene- 
rale, che può applicarsi a mollissime altre cose, oltre che alle lun- 
ghezze; per lo che la precedente rappresentazione delle quantità non 
è indispensabile, potendosi per altra maniera acquistare l’ idea di 
quantità. 

La cosa è ben altrimenti per quelle che gli Analisti dicono quan- 
tità immaginarie. Quando non si voglia prendere questa frase per 
un' idea senza alcun oggetto reale, senza origine logica, e soltanto come 
.il segno di un' impossibilità, bisogna cercare un qualche tipo con cui 
esprimerla: esso si trova solamente (almeno per quanto è finora co- 
nosciuto) nella Geometria. Questo tipo essendo unico non è, a pro- 
priamente parlare, la rappresentazione delle quantità immaginarie (poi- 
ché non si rappresenta se non ciò che già esiste); ma costituisce la 
loro vera essenza. 
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Fuori della predetta orizzontale 01 sia nel nostro piano verticale 
un punto qualunque X ; la retta OX, che lo unisce coll'origine Ó, 
non è esprimibile con una quantità (poiché le quantità si positive che 
negative si prendono sulla orizzontale nOm ) bensì è il tipo di ciò 
che noi diremo un immaginario. V immaginario è dunque un'idea 
più generale di quantità; come una retta comunque inclinata O X è 
più generale di una retta orizzontale O m . Se per un caso particolare 
il punto X cade sulla retta oT l’immaginario diventa una quantità, 
poiché allora le due rette oT OX hanno la stessa inclinazione, ed 
il loro rapporto dà appunto l’idea di quantità. 

L’ immaginario comprende una relazione di grandezza c d inclina- 
zione fra la retta qualsivoglia OX c la ch assunta per unità c per 
orizzontale. Si rammenti sempre che per immaginario non intendiamo 
una idea in qualche maniera opposta a quantità reale, bensi un’ idea 
generale, di cui la quantità é un caso particolare. E quando diciamo 
quantità intendiamo sempre quantità reale, come la sola idea che ve- 
ramente sia una quantità. 

2. La somma di due immaginarli rappresentanti le rette quali si 
vogliano 0~X OT rappresenterà la retta TTz , essendosi tirata la XZ 
eguale parallela c diretta per lo stesso verso della OX ■ Se i due im- 
maginari! divengono due quantità Uì O m ben si vede clic prendendo 
77 eguale parallela e diretta per lo stesso verso della Om, la 777 è 
la somma delle due quantità <Jl Um ; dunque la data definizione della 
somma degli immaginarli comprende quella che vale per le quantità. 
E palese che la somma degli immaginarli o X O Y é identica alla 
somma degli O Y O X, e che la definizione e le conseguenze possono 
estendersi ad un qualunque numero d’ immaginarli . 

Colla sottrazione si ricerca una differenza clic sommala col sot- 
tratlore produca la quantità da cui questo deve sottrarsi. Estendendo 
questa definizione agli immaginari! per sottrarre l’ immaginario oy dnl- 
F immaginario OZ basterà tirare la retta Z X eguale e parallela alla 
ÒY, ma diretta in senso opposto, e sarà OX la differenza cercata. 

3. Moltiplicare Fimmaginario OX (F'ig- 2.*) pel numero 3 vuol 
dire sommarlo a sé stesso due volle, perciò si prenderà sulla prolun- 
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gazionc della òx le X B Wc eguali e parallele alla OX, e sarà OC 
il prodotto di OX per 5. Il prodotto dell' immaginario OX per la 
quantità dm si avrà supponendo che l’ unità 0 1 a cui è riferito O X 
si cangi nella dm, perciò prenderemo OD tanto maggiore di dx 
quanto dm lo è di oT, ossia formeremo il triangolo OmD simile 
al triangolo 0 1 X . Similmente il piodotto OP dell’ immaginario OX 
per l’ immaginario OY si avrà formando il triangolo O Y P simile ad 
OiX. Si noti bene che questi triangoli oltre che simili devono essere 
talmente disposti che se uno di essi giri intorno ad Ò , finché la oT 
cada sulla di' , la OX vada a cadere sulla OP, e la 4 x riesca pa- 
rallela alla TP : eguale osservazione dovrà ripetersi in lutti i casi ana- 
loghi . 

G facilissimo dimostrare che il prodotto di due o più immaginar» 
è Io stesso con qualunque ordine essi si prendano; e che se l'im- 
maginario OZ sia la somma degli immaginari! o X UY, il prodotto 
di OZ per un altro immaginario qual si voglia è uguale alla somma 
dei prodotti del medesimo immaginario per gli immaginar» dx UY ; 
ecc. Quantunque le dimostrazioni di questi teoremi analoghi a quelli, 
che valgono per le quantità, sieno necessarissime onde fondare sopra 
salda base 1’ Algebra degli immaginari! , pure io non mi fermerò ad 
annojare con lunghi dettagli il Lettore, che per certo saprà supplire 
a quanto qui ommetto, c che ho già pubblicalo nella Memoria sul 
metodo delle equipollenze inserita nei Voi. VII. e Vili. 1857 — 38 
degli Annali delle scienze del Regno Lomb. Veneto. 

4. Perchè non nasca alcuna confusione fra le lettere colle quali 
vogliamo esprimere una quantità, e quelle, che esprimono un imma- 
ginario, il quale soltanto come caso particolare può essere una quan- 
tità; adotteremo di adoperare costantemente per le prime le minu- 
scole, per le seconde le majuscole. Ci potranno servire quelle stesse 
lettere, colle quali abbiamo indicati i secondi estremi delle rette rap- 
presentate dagli immaginar», ommetiendo la lettera O , la quale ado- 
perata sola non potrebbe indicare se non che Io zero. Conserveremo 
tutti i segni dell'Algebra; e quando scriveremo, per esempio, X Y in- 
tenderemo il prodotto dei due immaginarli X Y ; non già la retta 
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che unisce i due punti X Y ; rappresentati da quei due immaginari! . 

8. Da quanto abbiamo superiormente accennato risulta la verità 
delle equazioni analoghe alla U(Y-\- X)—U Y-\-U X-, e per dimo- 
strare la V ( Y — X)=U Y — U X basterà notare che se nella Fig. 1 .* 
si prenda la retta OÀ eguale alla O X e sulla sua prolungazione nel 
verso XO, sarà Y — X= Y+ A , perciò V(Y — X)=VY+A Vj 
ora la retta rappresentala dal prodotto A U differisce da quella, che 
rappresenta il prodotto VX, soltanto per aver opposta direzione, sic- 
ché si ha eziandio U(Y — X)=UY — VX. Ci sarà pur facile inten- 
dere che (V — F)(Y — X)—VY — VX — F Y+V X, e si vedrà 
che la nota regola dei segni — X — = 4- dipende dal principio che 
mutando due volte la direzione di una retta nella sua opposta si ca- 
de necessariamente sulla direzione primitiva. 

Nel predetto caso che le rette T)X UA sicno uguali e direttamente 
opposte, l’immaginario X potrà rappresentarsi mediante l'immagina- 
rio A scrivendo 0 — A, poiché infatti sottraendo A dallo zero si ot- 
tiene X ; per brevità potrà scriversi — A ; cosi s’ intende qual sia il 
significato di un immaginario preceduto dal segno — . Sarebbe affatto 
inutile ed insignificante il segno -+- preposto ad un immaginario o ad 
una quantità. 

6. La definizione della divisione si deduce da quella della molti- 

plica nello stesso modo che quella della sottra si deduce dalla som- 
ma. Le propietà delle figure simili mostrano che = , 

A :~= A II, cc. In una parola agli immaginari! possono applicarsi 

tutti quei teoremi relativi alle quattro operazioni aritmetiche che sono 
citatissimi nel calcolo delle quantità. 

7. Le potenze non sono che maniere compendiose di esprimere i 
prodotti di una quantità o di un immaginario per sé stesso, quindi 
non ci occorro stabilire alcuna nuova definizione. Se abbiasi X’=Y 
{Fig. 5.*) e se sia data la retta O X, si costruirà la O Y formando il 
triangolo OXY simile al triangolo OiX. Viceversa se sia data la oT ; 
si troverà la ò X dividendo per metà l’angolo iOY, c prendendo la 
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lunghezza della (TX media proporzionale fra le 7)7 oT; è palese 
che tanto la OX quanto la OX, soddisfanno a queste due condizioni; 
perciò la radice seconda di im immaginario ammette sempre due va- 
lori tali che se uno sia X l' altro sarà — X . Nel caso che F=t, 
vale a dire che la O Y coincida colla o7, la OX cadrà sulla o7, 
c la ux, sulla O K , perciò i/T”=±i. Nell’altro caso che la u y 
coincida colla OK eguale e direttamente opposta alla oT, le o X OX, 
cadono sulle Ol O /, perpendicolari ed uguali alla o7 ; perciò 
i/ —i—±l\ questo immaginario 1 rappresentante la predetta retta 
Ol si potrebbe esprimerlo con 1/ — < ; ma per maggior brevità di 
segnatura lo indicheremo col segno V ; cosi sarà anche tolto ogni 
equivoco tra ol ed ol, , giacché l/ — i ha ambedue questi valori, 
che noi indicheremo rispettivamente con V e con — V . Questo se- 
gno V può chiamarsi ramuno, facendo una sincope di radice meno 
uno. 

8. È ugualmente facile intendere che se abbiasi A* — Y (Fig. 4.*) 
si troverà la retta UT formando i triangoli simili 1 OX XOM MOY; 
e che viceversa la OX si dedurrà dalla o Y dividendo in tre parti 
eguali l'angolo, iOY, e prendendo per lunghezza delle OX la prima 
delle due medie proporzionali tra UT ed UT. Si vede che i /Y ha tre 
valori X X, X,, i quali rappresentano tre rette di eguali lunghezze, 

formanti tra loro angoli di — ; indicando con — l’angolo retto. 

9. Gli immaginari! sono benissimo espressi dalle posizioni dei varii 
punti di un piano rispetto al punto di origine 6, ed alla retta oT ; 
e col mezzo di costruzioni grafiche si potranno anche risolvere al- 
cuni problemi relativi agli immaginari! ; ma acciocché le soluzioni pre- 
sentino sufficiente approssimazione bisognerà adoperare il calcolo, e 
perciò esprimere gli immaginari! mediante numeri; il che si suole ot- 
tenere in due modi. L’immaginario M (Fig. Ì5.*) può decomporsi nelle 
due parti espresse dalle rette (Tp O Q , essendo O Q pM perpendico- 
lari, e Qm parallela alla UT; infatti (j 2.) si ha OM—Op-hOQ . 
Ora la O p è rappresentata da una quantità, ed ÒQ da una quantità 
moltiplicata per ramuno (V' - ); perciò, segnando tali quantità còn x y , 
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avremo M = x + yV ' . — L'immaginario M rappresentante la retta 
OM sarà anche noto $e si conosca la grandezza di questa retta, e la 
sua inclinazione; intendendo per inclinazione l’ angolo che essa forma 
colla orizzontale CU contato nel verso pMQ... Questa grandezza e 
questa inclinazione sono due quantità, le quali si sogliono chiamare 
il modulo e l’ argomento dell’ immaginario. Prendendo l’angolo retto 
per unità di misura delle inclinazioni, se z è la grandezza ed u l' in- 
clinazione dell’ immaginario M, sarà M=zV *; giacché elevando a 
potenza l’immaginario VA (5 7.) esso conserva la sua grandezza 1, e 
muta l’inclinazione da un retto ad u retti; dicasi la stessa cosa quando 
« è un numero frazionario. 

È palese che zV'=.~oM= (Tp+~OQ = z cosu-t-z senu. 
perciò VA* = cos u -f- VA sen u . 

IO. Accenniamo come si eseguiscano le operazioni sugli immagi- 
nari!. Se due immaginari! hanno la medesima inclinazione per som- 
marli o sottrarli ((. 2.) si sommano o sottrano le loro grandezze; per- 
ciò z VA* •+• t VA* = (i -f- I) V‘ , ec. Ne viene che gli immaginari! espressi 
sotto la prima forma ( 5 . 9.) si sommano o sottrano eseguendo tali ope- 
razioni sulle quantità isolate e su quelle moltiplicate per ramuno; cioè 
(n-f-6vA) + (c + dV')—(a-{~c)-i-(b-i-d)V . Le regole già indicate 
(55. 3. 5.) sono sufficienti a trovare anche il prodotto degli immaginari! 
espressi sotto questa forma; 

cioè (a 4 - 6 VA) (c -+- d VA) = a c — bd-+-(ad-\-b c)V , perchè VA VA = — I . 

Per eseguire la divisione ricorreremo ad un principio di cui avremo 
spesse volte occasione di servirci : per un qualunque immaginario M ne 
esiste sempre un altro N (Fig. 3.*), il quale ha la stessa grandezza 
del primo, ed anche la stessa inclinazione, ma questa presa in verso 
negativo, cioè nel verso QMpN; noi diremo che N M sono due im- 
maginari! conjugati; è palese che il prodotto di due immaginari! con- 
jugati è sempre (). 5.) una quantità positiva. Quindi se per eseguire 

la divisione " c ^ d ^ r noi moltiplicheremo c numeratore e denomina- 
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(ore pel conjugato del denominatore che è c — d V , avremo il quo- 

... ac-\-bd bc — ad 

ziente espresso sotto la forma desiderata cc _^ dd V • 

Se gli immaginari! si esprimano nella seconda forma, la loro mol- 
tiplica o divisione è facilissima, poiché pei §$ 6. si ha 

z\/' , zsr-.tsr^^v—’ ■ 

11. Mediante la considerazione dei conjugali si determina facil- 
mente la grandezza di un immaginario espresso sotto la forma a-hbV ; 
infatti due conjugati immaginari! hanno la stessa grandezza, il che noi 
scriveremo così gr (a -4- 6 V) = gr (a — b V) ; inoltre pel 5 3. la gran- 
dezza del prodotto di due immaginari! è uguale al prodotto delle 
grandezze di questi, cioè 

gr(n-t-6\A) gr(a — bV) = gr {(a-f-4v'')(a — 6\A) } = gr(o , -+-6 , )=u’-+-6* ; 
dal che si ricava gr ( a b V) — i/o’ V . Le grandezze si conside- 
reranno sempre come essenzialmente positive. 

12. Dai §§. 7. 10. risulta (s V“)' = s" V"“ , vale a dire per innal- 
zare a potenza un immaginario se ne ' innalza a potenza la grandezza 
2 , e se ne moltiplica l’inclinazione u per l’esponente n. Si ha pure 
(a + bV")' z=a' — b'+Stab \A, (a+bV)' = a'—3ab' +(3a'b—b')V , ec. 
Se l’ estrazione della radice n . di un immaginario volesse ese- 
guirsi graficamente, essa richiederebbe la determinazione della prima 
delle n — 1 medie proporzionali tra 1 e la grandezza dell’immagi- 
nario, inoltre la divisione dell’ inclinazione in n parti uguali . Pel cal- 
colo numerico si hanno delle tavole che lo facilitano; cioè le tavole 
logaritmiche per l’estrazione di radice della grandezza, e le tavole tri- 
gonometriche per la divisione della inclinazione. 

13. I cenni precedenti sono sufficientissimi a mostrare che gli im- 
maginarli rappresentanti i punti di un piano hanno precisamente le 
stesse proprietà e relazioni che gli Analisti attribuiscono alle loro quan- 
tità immaginarie; ecco adunque che queste quantità, che come quan- 
tità sono assurde, hanno un tipo reale; ecco adunque che tutti i cal- 
coli relativi agli immaginari! hanno un’ applicazione geometrica . Gli 
Analisti possono essi calcolare gli immaginari! senza curarsi degli og- 
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getti reali che rappresentano, e senza cercare altro oggetto reale, a 
cui possano riferirsi i loro calcoli? Si certamente; appunto come nell’Al- 
gebra si possono calcolare le lettere senza pensare ch’esse rappre- 
sentano delle quantità, e senza menomamente curarsi se esse abbiano 
o no un significato. Del resto per quanto gli Analisti trascurino l'og- 
getto reale rappresentato dai loro immaginarli, sarà sempre vero che 
le risultanze dei loro calcoli, finché sieno giuste, esprimeranno una 
proprietà delle posizioni dei punti di un piano riferiti ai due punti 
Ó 4 del medesimo piano; appunto come tulle le conseguenze dell’Al- 
gebra senza immaginarli esprimono proprietà delle posizioni dei punti 
di ima retta riferita ai punti ò i della medesima; proprietà che pos- 
sono poi estendersi a tutti quegli altri oggetti, cui si può applicare l’i- 
dea di quantità. 

14. Nella citata (§. 3.) Memoria sulle equipollenze credo aver mo- 
strato che molti vantaggi geometrici possono ottenersi da un calcolo, 
che risulta aggiungendo a quanto finora si disse, 1’ altro principio che 
due rette uguali parallele e dirette per lo stesso verso sono equipollenti, 
e si possono sostituire nei calcoli le unc alle altre; per tal guisa si stu- 
diano le relazioni di grandezza e di posizione anche delle rette, che 
non hanno un loro estremo nel punto Ó . Ora non è mio scopo oc- 
cuparmi di ciò, bensi modellare l'Algebra degl’ immaginarli su quella 
delle quantità, ed adoperare le considerazioni geometriche soltanto co- 
me un oggetto reale, ciré serva a raddrizzare i raziocinii se mai uscis- 
sero di via, c che faccia sentire la necessità di dare precise defini- 
zioni, anziché affidarsi all’ analogia sempre pericolosa, specialmente se 
si tratti di passare do un caso affatto speciale ad uno generale . — In 
questo Saggio esporrò brevemente le parti più conosciute, e quelle 
nelle quali il calcolo degl’ immaginari! si deduce facilmente da quello 
delle quantità: mi estenderò di più quando crederò poter dire qualche 
cosa meno generalmente nota, od in ispecial modo mi occuperò dèlia 
maniera più spedita di eseguire i calcoli numerici; sicché questa Me- 
moria sia sotto tale aspetto una continuazione di quella sulla risolu- 
zione approssimata delle equazioni inserita nel Voi. HI. delle Memorie 
dell’ I. R. Istituto Veneto. 
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Delle Equazioni algebraiche. 


15. Conserveremo il nome di equazioni alle espressioni delle ugu- 
glianzc fra gli immaginari! combinati tra loro mediante somme, mol- 
tipliche, cc., o mediante altre funzioni che in seguito studieremo: ri- 
serveremo il nome di equipollenze alle espressioni di rette uguali pa- 
rallele c dirette per lo stesso verso non più assoggettate alla condi- 
zione di passare pel punto di origine Ó (5- 14.), le quali equipol- 
lenze saranno da noi indicate col segno Ak sostituito a = . 

La X' X- A X' -A- B X' + C X-y D — Q dicesi una equazione alge- 
brica del 4." grado rispetto all'immaginario incognito X. Ponendovi 
.Y = /' 4- A' è facilissimo dedurne la trasformata in A', essendo A" un 
altro immaginario incognito. Ogni valore di X che soddisfa a quel- 
l’ equazione dicesi una sua radice ; si dimostra nel modo seguente 
l'impossibilità che l'equazione sia priva di radici. 

Se fosse possibile che il primo membro dell’equazione, che noi 
rappresenteremo con Y, non potesse mai annullarsi, si potrebbe de- 
scrivere un circolo col centro Ò tale che uno o più valori di X por- 
terebbero il punto y rappresentato dall' immaginario Y=X'-yAX'-+- ec. 
sulla circonferenza di tal circolo; e quel valore di X non avrebbe nè 
infinita grandezza nè infinita inclinazione; perchè ad X infinito corri- 
risponde Y infinito, c perchè un cangiamento di 2 ai nell’ inclinazione 
di X non mula alcuno dei termini dell’equazione; sicché nel trattare 
le equazioni algebraiche ci è lecito supporre elio l’inclinazione dell’in- 
cognito X sia compresa tra — t e -t-r. Dicasi P quel valore, od 
uno dei valori, di X che nella fatta supposizione renderebbe minima 
e non nulla la grandezza di Y-, posto X = P 4 - X' avremmo una tras- 
formata F=X’ , 4-/X' , 4-FX' i 4-CX'4-Z)' , nella quale ad X'=0 
corrisponderebbe il valor infimo di Y : ci resta da dimostrare che ciò 
è assurdo. Infatti se C non sia nullo, noi potremo prendere la grX' 
(grandezza di X') tanto piccola che riesca gr(C X) maggiore della 
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somma delle grandezze di tutti gli altri termini precedenti, ed inoltre 
gr(C , X’)<Cgr/>'; ora conservando ad X tale grandezza e mutan- 
done f inclinazione potremo fare in guisa che C X' sia diretto oppo- 
stamente a D, vale a dire che gr(C'X'-t-Z/) = gr/) — grCX; 
lutti i termini omessi potranno accrescere questa grandezza, ma non 
mai ridurla uguale a gr D , quindi sarà gr Y' < gr ti ; perciò c as- 
surdo che Y abbia l’ infimo valore ti . 

Se C fosse nullo si direbbe del termine precedente B X’ quel 
che si disse del C X, e basterebbe mutare gradatamente l’inclina- 
zione di X' da 0." a 180.° perchè l’inclinazione di B' X' 1 variando 
di 360.° prendesse una volta la direzione opposta a quella di ti. 
Se anche lì fosse nullo si applicherebbe il ragionamento al termine 
A X ‘ , ed in mancanza anche di questo, al primo, il quale non può 
mai svanire. 

IS. Appena occorre dimostrazione per riconoscere che, se P è una 
radice dell* equazione proposta, il suo primo membro contiene il fat- 
tore X — P , vale a dire che può stabilirsi l’ equazione identica 
X‘+AX‘ ... + D = (X— P)(X‘+A, X’-t -B,X+ C,): 
e siccome l’equazione X 1 -+-A, X’-f-B, X-t- 0 — 0 avrà essa pure una 
radice, cosi in fine si conoscerà che ogni equazione algcbraica ha 
tante radici quant’ è il suo grado, e che nel nostro caso sarà identi- 
camente X* D — (X — P) (X — Q) (X — R) (X — S) , essendo 

P Q R S le quattro radici dell’ assunta equazione; le quali possono 
essere anche tra loro uguali. 

Pel modo perfettamente simmetrico con cui gli immaginarli — P 
— Q — R — S sono compresi nel secondo membro della precedente 
equazione, clic è identica rispetto alla lettera X, si scorge che A è 
la somma dei suddetti immaginarli — P — Q — R — S, che B è 
la somma di tutti i prodotti di tali immaginarli presi due a due, che 
C è la somma dei prodotti che si hanno prendendoli a tre a tre, e 
che finalmente l’ultimo termine D è uguale al loro prodotto. 

17. 1 teoremi ultimamente accennali non potrebbero darsi nell’Al- 
gebra delle quantità se non se per quelle equazioni che hanno tante 
radici reali quant’ è il grado; essi invece sono sempre veri nell’Alge- 
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bra degl’ immaginarli sia die i coefficienti deli' equazione sieno quan- 
tità, sia che sieno immaginaria Non sarà inutile gettare lo sguardo 
sopra una figura che presenti gl' immaginarli appartenenti ad una data 
equazione. 

Nella Fig. 6.* ó è al solito l’origine ed o7 la retta rappresen- 
tata dalla quantità 1 ; i punti P Q R S, o meglio le rette OP O Q 
ÓR OS sono le radici dell’ equazione, i cui coefficienti sono espressi 
dai punti i À B C D. Per un qualunque valore dell’incognito X si 
costruirà il polinomio FsD+CX+BX’+^X’+X' tirando la 
D C, eguale e parallela alla retta espressa dal prodotto CX ; simil- 
mente le C\B, B,A, A , Y eguali e parallele a quelle espresse dagli 
altri termini B X’ AX‘ X ‘ . (11 poligono O D C, B, A,Y della figura 
corrisponde al caso di X= 1 , sicché DC, & O C , C,B=£= OB , 

B, A, a oa , A, Y £= oT , esprimendo (J. iS.) col segno .a. la con- 
dizione di due rette di esser eguali parallele e dirette per lo stesso 
verso). Al variare di X variano anche i punti c, B, À, Y ; e se X 
sia una radice dell’ equazione il punto Y cade in Ò . 

18. Se tutti i punti À B CD cadessero sulla retta oT, vale a 
dire se i coefficienti della proposta equazione fossero tutti quantità, 
la linea spezzata D C k B t A t Y corrispondente ad X quantità positiva 
sarebbe essa pure UiUa compresa in quella retta oT , ed allora un 
teorema dovuto al Cartesio insegna che il numero delle radici posi- 
tive non può superare il numero di regressi ossia di cangiamenti di 
direzione che si osservano in quella linea spezzata. (In un caso non 
molto discosto da quello della figura 6.* si avrebbe un regresso in 
£>, uno in C, ed uno in È,). Ritenuto che i coefficienti dell’equazione 
sieno quantità, se due radici della medesima (per esempio R S) sono 
quantità, vale a dire se i punti R S cadono sulla retta <77, tra mezzo 
ad essi, deve trovarsi un punto N espresso da una delle radici dcl- 
I’ equazione derivala 4X‘ + 5^X’-f 2BX+C = 0. 

Non credo che il teorema del Cartesio possa in alcuna guisa tras- 
portarsi alle equazioni a coefficienti immaginari! , nè so vedere qual 
teorema debba sostituirsi al precedente del Bolle; cioè quali rela- 
zioni di posizione abbiano luogo tra i quattro punti p g R S 
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espressi dalle radici della proposta equazione, i tre L M N espressi 
dalle radici della derivata, i due F G appartenenti nello stesso modo 
alla derivata seconda t 2X’ + 6v<X+2B = 0, ed il punto È appar- 
tenente alla derivata terza 2 4 X-f- 6 A = 0 . Questo è uno dei molti 
argomenti che rimaiTanno da studiare sulle equazioni a coefficienti im- 
maginari!', che (come per le altre parti dell’ Algebra degli immagina- 
ri!) furono considerale dagli Analisti piuttosto per incidenza ed in via 
di eccezione che di proposito. È facile dimostrare che mutando l’origine 
Ó e la linea oT assunta per unità delle quantità positive si mute- 
ranno i coefficienti dell’ equazione, le cui radici rappresentano i punti 
p Ò R S -, ma rimarranno invariati gli altri punti L M N, F 6 , È 
rappresentali dalle radici delle equazioni derivale: inoltre lo stesso 
punto £ è il centro di gravità dei due F G , dei tre L M IV, e dei 
quattro P Q R S ■ 

19. Furono date varie regole per trovare dei confini superiore ed 
inferiore alle grandezze di tutte le radici di un’equazione: mi sembra 
che la più comoda sia la seguente. Proposta, per esempio, l’ equa- 
zione AX' + BX’ + CX+D = 0, si cerchi un confine superiore alla 
radice positiva dell’ equazione av’ — bv' — et) — d = 0 , dove a b c d 
sono le grandezze dei coefficienti A B C D , ed esso sarà anche un 
confine superiore a grX. Infatti quando gr (A X ‘ ) sarà maggiore 
della somma di tutte le grandezze degli altri termini, sarà impossi- 
bile formare un poligono chiuso con rette equipollenti a quelle che 
sono espresse dai termini dell’equazione proposta. È palese che per 
la comodità del calcolo si potranno prendere le quantità a b c d al- 
cun poco differenti da gr A gr B ec. , purché la a non superi gr A , 
c le 6 c d non sieno rispettivamente inferiori alle gr lì , gr G, gr D . 
È poi un confine superiore alla radice positiva della a»’ — bv' — cv — 
— d=0 ogni valore che posto in luogo di t) rende positivo il primo 
membro dell'equazione. Per le medesime ragioni sarà un confine in- 
feriore a grX la radice positiva dell’equazione «u’-f-àu'-t-cu — d=0 
essendo a b c rispettivamente uguali o superiori a gr A gri? grC, e d 
uguale o inferiore a gr D . 

Nel calcólo degl’ immaginari! diremo superiore quello che ha una 
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maggiore grandezza, il che indicheremo con >■ ; riservando il segno 
> e il nome di maggiore per le quantità positive o negative nel 
modo a tutti noto: cosi 3 — 4Y^>-6, 2 — 3, e 2> — 3. 

Trovati per grX i due confini l'uno superiore v l’altro inferiore 
u, se col centro nell’origine Ó, e coi raggi v u si descrivano due cir- 
coli noi sapremo che tutti i punti espressi dalle radici della proposta 
equazione cadono nella zona compresa tra i due circoli concentrici. 
Se calcoleremo (J. 15.) la trasformata in (X — P) troveremo in simil 
modo due confini l’uno superiore l’altro inferiore di gr(X — P) , e 
descriveremo due circoli coi nuovi raggi e col centro in P. Potremo 
ripetere la stessa costruzione più volte, e coprendo di tratti tutti gli 
spazii che rimangono al di fuori dei circoli, che danno i confini su- 
periori, e al di dentro di quelli che danno i confini inferiori, vedremo 
a colpo d’ occhio in quali spazii si possano cercare le radici della pro- 
posta equazione. 

Per la risoluzione delle equazioni ci gioverà particolarmente cono- 
scere il confine superiore, e perchè questo sia possibilmente ristretto 
tornerà quasi sempre opportuno di scegliere una trasformata, nella 
quale il coefficiente del 2.° termine sia o nullo o molto piccolo. Tro- 
vato il confine v superiore a grX, se porremo X=x+£V la quan- 
tità x sarà inferiore a t>; e perciò x sarà maggiore di — 1 > , e mi- 
nore di v. 

20. A maggior chiarezza prendiamo per esempio l’equazione 
X» — 3X* — (14-2 V)X— 3 + 3 V^ = 0 ; 
calcolando approssimatamente le grandezze dei suoi coefficienti avremo 
e’ — 3 e* — 2 , 3 v — 3, 9 = 0, 

la cui radice positiva è minore di 4; il che facilmente si vede sosti- 
tuendo 4 in luogo di v nel modo costantemente adoperato nella mia 
Memoria sulla risoluzione delle equazioni citata nel $. 14., vale a dire 
col seguente calcolo 

4 — a — a, s — s, 9 
4 | 4-4-14-1,7 + 0,9 

il quale dà al primo membro dell’ equazione il valore positivo 0, » . 
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D’ altronde l’ equazione u' 4 - 3 u’ 4 - 2 , 3 u — 3,8 = 0 ha la radice po- 
sitiva maggiore di 0,93; perciò la grX è inferiore a 4 e superiore 
a 0,93. 

Per calcolare l’equazione trasformata in (X — a) ci servirà l’algo- 
ritmo già usato nella succitata Memoria, operando separatamente sulle 
quantità isolate, e su quelle che sono moltiplicate per V . Così per 
esempio se a = 2 faremo il seguente calcolo 



4 A* — SA’’ — X — 5 

(-3*4-3) VA 

2 

4 — 4 — 8 — 44 

— 2 — 4 


4 4- 4 — 1 

— 2 


4 4- 3 



ed avremo i coefficienti della trasformata in X — 2 

(X— 2)'+8(A’— J)* — (X— 2)— 4! 2(* — 4) — 4]V = 0 

I due confini di gr(X — 2) saranno dati dalle radici positive delle 
equazioni 

«■ — 8e‘ — 2,8®— 4 4 ,05 = 0 «*-f-8tt*-f-2 t 8« — 44=0 

quindi sarà 

gr{*— 2)<s 4,2, e gr(*— 2) > 4 , 3 . 

La trasformata col secondo termine nullo è 

(X— 4 )* — 4 (* — 4) — 8 4- [— 2 ( X— 4)+ 4 ] V = 0 
che mediante le due equazioni 

— 4,5» — 8,4=0 u* -4-4,5“ — 8 = 0 

mostra che 

gr(*— 4)-4 2,8 , e gr(* — 4) >4,29. 

Ponendo X=x 4 -J; V fra le tre condizioni grX-<4, gr(X — 2) 4, 2. 

gr(X — 1)<2,8 l’ultima dà i confini più ristretti 

-1,8<*<3,8, e -2,8<£<2,8. 

21. Perchè si proceda con tutta sicurezza alla ricerca delle ra- 
dici bisogna poter suddividere lo spazio, in cui esse si trovano, e sa- 
per determinare il numero delle radici comprese in ciascuna porzione 
di quello spazio: a tal fine premetteremo alcuni principii tolti dall’im- 
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portantissima teoria degli indici del celebre Cauchy . Se una retta OM 
(Fig. 7.*), ossia l’ immaginario M che la rappresenta, va gradatamente 
cangiando di direzione, in guisa che la sua inclinazione sia una deter- 
minata funzione /"(l) della variabile 1, la quale procede sempre aumen- 
tando da 0 fino ad i , noi chiameremo indice dell' immaginario il rap- 
porto v dell’ aumento dell' inclinazione dell’ immaginario 

a t = 180° . 

Cosi per esempio se l' inclinazione dell’ immaginario M sia f(t)=Art, 
il suo indice da 1 = 0 a 1 = 1 sarà 4; che se invece l’inclinazione 
fosse /"(<)= 4 t 1 (1 — 1) r indice sarebbe 0. Se non che noi non cono- 
sceremo la formula che esprime l' inclinazione dell’ immaginario, c ci 
converrà determinare l’ indice mediante le posizioni della retta OM 
(rappresentata dall’ immaginario ed è essenzialissimo osservare, che 
le posizioni estreme (corrispondenti a 1 = 0 ed a 1 = 1) di tal retta 
non sarebbero sufficienti a determinare l’indice, e che occorre cono- 
scere l’andamento intermedio della retta; cosi in ambedue i prece- 
denti casi la o Al coincide colla retta su cui si prendono le quantità 
positive, tanto per 1=0 quanto per 1=1 ; ma nel caso di /'(/)=4 t 1 
essa retta compie due intere rivoluzioni girando nel senso delle incli- 
nazioni positive; al contrario nel caso di f(t) = 4x1(1 — 1) la o M 
gira per mezza rivoluzione nel senso positivo (da 1 = 0 fino al=-j), 
poi retrocede fino alla posizione primitiva, sicché il suo complessivo 
movimento può riguardarsi come nullo . In egual modo se il movi- 
mento della retta sia talmente regolato che essa passi successivamente 
pei varii punti della curva ABC (Fig. 7.*) fino a riprendere la posi- 
zione primitiva il suo indice sarà 2; che se invece essa passasse suc- 
cessivamente pei punti della curva DEF l’indice sarebbe zero. 

Siccome l’inclinazione del prodotto di due o più immaginarli è 
uguale alla somma delle inclinazioni di questi, così ne viene che: Se 
due o più immaginarii dipendano da una medesima variabile l, la 
quale aumenti da 0 ad 1 , la somma dei loro indici sarà uguale al- 
P indice del prodotto. 

Nei casi che noi dovremo considerare la retta o Al ritornerà sem- 
pre (da 1 = 0 a 1=1), alla posizione primitiva, e si tratterà di deter- 
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minare quanti giri compiuti essa abbia eseguiti nel senso delle incli- 
nazioni positive; l’indice (/"(!) — f( 0)): t sarà sempre un numero 
pari. Per determinarlo ci basterà conoscere, per ciascuno dei valori 
di t che rendono la O M parallela ad una retta fissa (per esempio 
alla oT), se presso quel valore, al crescere di /, l’ inclinazione di o M 
cresca oppur diminuisca: con leggera attenzione si riconosce che l’in- 
dice è uguale al numero di volte in cui l’inclinazione cresce, meno 
il numero delle volte in cui essa diminuisce. Così nella figura 7." l’ in- 
clinazione della OM che scorre pei punti della curva CAB cresce tanto 
nel punto C quanto nel punto B ; mentre invece se la OM scorre 
pei punti della curva FD E, la sua inclinazione cresce quando la O M 
passa per F, e diminuisce quando passa per E ; abbiamo già detto 
che nel primo caso l’ indice è 2 e nel secondo zero. Se si prenda 
per retta fissa la ov, la retta OM scorrente pei punti della curva 
CAB coinciderà con essa nei due punti H K, ed in ambedue l’ in- 
clinazione sarà crescente, quindi l’ indice sarà 2 ; invece la O M scor- 
rente per la curva FD E non prenderà mai la direzione OV, e per- 
ciò l’ indice sarà zero. 

Siccome alcuni trovano qualche difficoltà nel conservare una chiara 
idea di questi principi! ; cosi a meglio spiegarli aggiungeremo la de- 
scrizione di un fatto analogo, che, quantunque triviale, potrà dare una 
giusta idea della cosa . — S’ immagini una corsa di cavalli in una lizza 
circolare; ed un giudice fermo in un punto della circonferenza debba 
decidere quanti giri interi abbia percorsi un cavallo che ritornò al 
punto di partenza. Se egli ponesse mente soltanto al numero di volte, 
in cui il cavallo gli passa dinanzi nel verso positivo; potrebbe avve- 
nire che il cavallo tornasse indietro di qualche porzione di giro per 
poi ripassare dinanzi al giudice, e fargli così credere d’aver compiuti 
più giri dei giusto. Bisognerà che il giudice tenga conto dei numeri 
di volte che il cavallo gli passa dinanzi nel verso positivo e nel verso 
negativo; e sottraendo il secondo numero dal primo egli saprà quanti 
giri interi il cavallo abbia utilmente compiuti nel verso stabilito. — 
Se si abbiano due giudici posti in due punti diametralmente opposti 
della lizza (il che corrisponde col nostro caso) la somma del numero 
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delle volle, in cui avranno veduto passare il cavallo nel verso po- 
sitivo, meno le volte in cui sarà passato in verso negativo eguaglierà 
il doppio del numero dei giri. 

22. Definito per tal maniera l’indice di una espressione immagi- 
naria, che rappresenta una retta mobile, la quale ruota con un moto 
qualsiasi tornando in fine alla posizione primitiva; e stabilito che l’ in- 
dice di un prodotto di tali espressioni è la somma degli indici par- 
ziali ; osserviamo che il primo membro dell’ equazione, che ha le ra- 
dici P Q... è sempre riducibile alla forma Y=A(X—P)(X—Q).... 
Ora se si supponga che il punto X espresso dall’ immaginario X per- 
corra tutto intero il perimetro di un qualunque circuito chiuso KHXl 
( Fig . 8.*) il binomio (X — P) rappresenterà ($. 2.) una retta eguale alia 
PX c della sua stessa inclinazione; perciò l’indice dell' immaginario 
X — P corrispondente al suddetto movimento di X sarà eguale a 2 
se il punto P sia compreso dentro di quel circuito, e sarà eguale a 
0 se P cada fuori di quel circuito. Dal che ne viene (j. 21.) che l’in- 
dice del prodotto A (X — P) (X — Q) . .. . (sempre corrispondente al 
suddetto movimento del punto X) sarà doppio del numero di radici 
che cadono dentro di quel circuito. — Bimane da vedere come si de- 
termini l’indice del prodotto Y — A (X — P) (X — Q)... dato sotto 
la forma Y=AX'-hBX‘~‘ -1- ec. e senza conoscere le radici P,Q... 

Qualunque sia il valore di X=x-\-^V corrispondente ad un dato 
punto del dato circuito, Y potrà ridursi (5- IO. 12.) alla forma y -f- 
essendo y n funzioni date delle x , le quali sono tra loro legate dalla 
condizione che il punto X si trovi sul dato circuito, vale a dire sono 
funzioni della t, da cui si suppone regolato il movimento del punto X. 
Perchè y -f- » V'' rappresenti una retta parallela alla fissa oT bisognerà 
che sia »=0; trovata una radice t di questa equazione ci resterà da 
vedere se da t — a a essendo w uua quantità estremamente 

piccola, l’ inclinazione dell’ immaginario y + xV cresca o diminuisca; 
facilmente si riconosce che è lo stesso come vedere se da t — » a 
t-t-u si perda o si acquisti una variazione nei segni delle quantità 
y » : il numero di tali perdite di variazioni meno il numero degli 
acquisti darà l’ indice dell’ immaginario Y = y + n V , c perciò sarà 
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doppio del numero delle radici dell’equazione K = 0, che sono com- 
prese dentro il circuito espresso dai valori successivamente attribuiti 
all' immaginario X. 

23. Se si cercassero le radici dell’equazione XX'+BJP~‘- +-...=0, 
che sono inferiori alla data g, il circuito sarebbe un circolo di .raggio 
g, vale a dire sarebbe X=g V“, e sostituito questo valore nel primo 
membro dell’ equazione bisognerebbe svilupparlo nella forma y -f- « V, 
poscia determinare tutti i valori di t compresi tra 0 ed 1, che rendono 
» = 0, e vedere quante variazioni essi facciano perdere e quante varia- 
zioni facciano acquistare nei segni delle quantità y, a; la metà della 
differenza di tali numeri darebbe il numero delle cercate radici. Ma que- 
sti calcoli riescono non poco laboriosi. Intorno alla presente questione 
ci limiteremo a notare, seguendo il Cauchy, che se si possa determi- 
nare la grandezza di X in modo che la grandezza di uno dei termini 
XX', B X'~‘ , ec. superi la somma delle grandezze di tutti gli altri, 
il numero delle radici inferiori a quella grandezza di X sarà eguale 
all’ esponente di X in quel termine che supera tulli gli altri . 

24. La determinazione dell' indice, e quindi del numero delle ra- 
dici, è molto più facile se si cerchi quante radici P=p-\-irV dieno 
p compreso tra o c 6, e *■ compreso tra a. c 0. In tal caso il punto 
X dovrà percorrere il perimetro di un rettangolo HI KL (Fig. 9.') ; 
perciò si supporrà 1 ° che sia x — b c che £ vada gradatamente cre- 
scendo da a fino a 0; 2.° che sia £ = 8 e che x diminuisca da 6 
fino ad a ; 3." che x = a e % diminuisca da 0 fino ad <* ; 4.° final- 
mente che t, = « e che x cresca da a fino a 6 : fra tutti questi va- 
lori cercheremo quelli che fanno svanire a ed esamineremo se essi 
facciano perdere od acquistare una variazione nei segni di y *. 

Prendiamo per esempio 1’ equazione 

X , — »X‘ — X — 5—(3X—3)\F=:0 

e cerchiamo quante radici p + T\P essa abbia tali che , e 

Si ponga in 4." luogo X~l~\-^V , il primo membro 
dell’equazione diventerà 
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perciò y = 2£ — 8,n = — £' — 4 £ -+- 1 , e siccome nessun valore 
di £ compreso tra 1 e 3 fa svanire », cosi per questo primo caso 
non abbiamo altro a cercare. Sia in 2.” luogo X = x-h3V troveremo 

Y=-.y -t-»VA =*‘ — 8 x" — 28 x-(- 28 - 4 - (9 x" — 20 x — 27)VA 

ed anche qui nessun valore di x da I a 0 rende » = 0. Sia in 3.' luogo 
A = £ \A avremo 

y = 8£*-4-s£ — 5 , * = — £* — £ + 3 

e siccome u svanisce per £ = 1,21 .. compreso fra 3 ed 1, cosi os- 
serveremo che £ = 1,3 rende j = 2,7, » = — 0,3, e che £ = 1,2 
rende y = l,7, n = 0, 1 , perciò nel diminuire di £ da 3 ad 1 si 
ha la perdita di una variazione di segno. Sia in 4.° luogo Jf=x-t-l^ 
avremo 

y = z' — 8 x* — 4x , » = 3x* — 8 x - 4 - t 

i quali per x = 0, 1 divengono y — — 0, 4 s = 0, 2 e per x = 0, 2 
divengono y = — 0,9, » = — 0,3, e cosi si ha la perdila di un'al- 
tra variazione da x = 0 ad x = l. In complesso si sono perdute due 
variazioni, perciò 1’ indice è due e la proposta equazione ha una ra- 
dice compresa nel predetto intervallo. 

23. Alio stesso risullamento si giungerà se, come si notò nel $ 21, 
si prenda per retta fissa la (J\f anziché la <7 T; in tal caso si esa- 
mineranno i valori che rendono y=0 , e le perdite od acquisti di va- 
riazione che essi producono nei segni di y, « . Bisogna peraltro no- 
tare che se il punto X continua a percorrere il circuito nel senso 
H l KL, l' indice è uguale al numero di variazioni acquistate meno il 
numero delle perdute (anziché a questo meno quello). Nel precedente 
esempio, calcolate le medesime trasformate, si vedrà che in 1.* luogo 
nessun valore compreso fra 1 e 3 rende y=. 2£ — 8=0. In 2.° luogo 
x = 1 rende y = — 2 , »= — 38 e x = 0, 9 rende y = I , sicché si 
ha l’acquisto di una variazione. In 3.’ luogo y svanisce soltanto pel 
valor estremo £ = 1, c per £ = 1,01 si ha y=0, 08 «= 1 ; mentre 
nel principio del 4.* lato LH ad x = 0, 01 corrisponde y = — 0,04, 
sicché si ha ancora l’ acquisto di una variazione. Questo 4.” lato non 
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presenta da x=0 ad x = i alcun altro valore che renda y = 0. 
In tutto si sono acquistate 2 variazioni, perciò l’indice è come so- 
pra = 2. 

26. La questione diviene ancora piò semplice se si cerca il nu- 
mero delle radici P= p + rV tali che a p <C. b , senza assegnare 
alcun confine al valore di t: allora in luogo del rettangolo HIKL 
avremo lo spazio indefinito compreso tra le due parallele TÌ aK pro- 
lungate da ambedue i lati della UT, e ci basterà calcolare gl’ indici 
corrispondenti a tali rette. Vale a dire, nella proposta equazione 
1 ' =.y+yiV—0 si porrà x — b, e per ciascun valore di E che rende 
» = 0, si esaminerà se mentre E cresce si abbia perdita od acquisto 
di variazione nei segni di y n ; il numero di tali perdite meno il nu- 
mero degli acquisti lo potremo dire l’indice corrispondente ad x — b. 
Ossia, con altre parole, noi sostituiremo tanto in y quanto in * un va- 
lore E infinitamente poco minore di ciascuna radice della m— 0 , e 
secondo che tali quantità y » avranno segni opposti o segni uguali noi 
conteremo l’indice +1 , o — 1 ; la somma di questi indici corrispon- 
denti a tutte le radici della »=0 darà il predetto indice corrispon- 
dente ad s c=b. Per l'altro confine x—a si dovrebbe supporre (§.24.) 
che E andasse diminuendo da » a — so ; ma riuscirà più comodo cal- 
colare l’ indice corrispondente ad x = a nello stesso modo che ora si 
disse per a c = 6; poscia l’indice per l’intervallo fra x — a ed x—b 
(vale a dire il doppio del numero delle radici comprese in quell’in- 
tervallo) sarà uguale alla differenza fra gli indici corrispondenti ad 
x~b , e ad x — a. 

Quando il termine contenente la suprema potenza di X avesse un 
coefficiente della forma s > potrebbero calcolare gl’indici tanto 

adoperando le radici della * — 0 (§. 24.), quanto adoperando le ra- 
dici della y — 0 (§. 23.); e si continuerebbe a supporre che E cre- 
scesse da — co a », ed a contare per -f-1 ogni perdita di variazione, 
e per — 1 ogni acquisto; giacché non vi è tema di errore nel calco- 
lare la differenza degli indici corrispondenti ad x—b e ad x—a, ben 
sapendosi che tal differenza dev' esser positiva, come necessariamente 
positivo è il numero delle radici. Quando invece il coefficiente di X" 
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sia o soltanto l o soltanto , bisogna avere l'avvertenza di adope- 

rare le radici di quella fra le equazioni y = 0 » = 0 che è del 
grado n; giacché altrimenti potrebbe avvenire che una parte del cer- 
cato indice dipendesse dai lati posti a distanza infinita, che chiudono 
un rettangolo colle verticali indefinite Ti aK , loti che furono da noi 
trascurati. Viene da ciò che se l’equazione abbia il primo termine 
V” senza coefficiente dovremo adoperare le radici della y — 0 quando 
» è pari e le radici della x= 0 quando n è dispari. 

Siccome l’indice corrispondente ad x=a non può mai superare 
il grado n, cosi se esso sia + n , ne dedurremo che a è uno di quei 
confini oltre il quale non vi è alcun’ altra radice; ossia sapremo che o 
lutti i valori di p sono maggiori o tutti minori di a. 

Se f equazione - \-ec. è di grado pari, al confine minore 

corrisponde l’indice + n , ed al maggiore l’indice — n; l'opposto se n 
è dispari. 

Nell’esempio del §. 24. l’indice corrispondente ad x=0 dipende 
dall’ acquisto di variazione che l’ unica radice £ = 1,2... della 
e — — £' — £-4-5=0 produce nei segni di y = 3 £* ■+■ 2 £ — 3 e di 
x ; esso è perciò — 1 . L’ indice corrispondente ad x = t dipende 
dalla perdita di variazione che l’ unica radice £ = 0, 2 . . . della 
x= — £' — 4 £-4- 1=0 produce nei segni di y = 2£ — 8, c di x; 
esso è perciò -f-1. Per x — 2 la trasformata in (X — 2), già calcolata 
al 5-20., ci dà, ponendovi X — 2=£\/', y = — 3£’-t-2£ — il, 
«= — £* — £ — 4 ; l’unica radice — 0, 7 4 - . . . della x=0 dà ancora 
una perdita di variazione, e P indice è 4- 1 . 1 due indici estremi sono 
necessariamente — 3 e -1-3, perciò per le radici P = p-\- *V della 
proposta equazione un valore di p cade tra Oc 1, uno è minore di 
0, ed uno maggiore di 2. 

27. La regola precedentemente esposta per determinare il numero 
delle radici comprese in un dato intervallo è più semplice di quella, 
che diedi nella citata ($. ì 4.) Memoria sulla risoluzione delle equazioni 
(Voi. HI. pag. 173.) ad oggetto di trovare le radici immaginarie di 
un’ equazione a coefficienti reali ; perchè rendendo più complicata la 
regola ho allora mirato ad abbreviare il calcolo, il che potei fare, 
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giacche i due polinomii y » mancando della metà dei termini erano 
riducibili ad un grado inferiore della metà. 

Nella risoluzione delle equazioni fra immaginari! è importantissimo 
determinare se e quante radici sicno comprese in un dato intervallo, 
perchè senza di ciò sarebbe difficile determinarle, trattandosi di tro- 
vare nello stesso tempo le due quantità p r : in quanto al calcolo nu- 
merico delle radici delle equazioni »=0; esso può considerarsi co- 
me cosa facile. 

L' indice corrispondente ai due polinomii y », vale a dire la dif- 
ferenza fra i numeri di variazioni di segno dei due polinomii y » che 
si perdono o si acquistano per tutti i valori di £ che rendono » — 0, 
potrebbe determinarsi anche senza risolvere la *=0, ed invece cal- 
colando i polinomii di gradi decrescenti y,= — »-+-Ay, y,= — y-t-À,y„ 
e cosi in seguito, alia maniera stessa che si usa nel teorema dello 
Sturm ; poiché il cercato indice è uguale al numero di variazioni di 

segno della serie », y , y, y, che si perdono da Jj = — se a 

5 = os ; ma in pratica questi calcoli riescono molto più laboriosi della 
risoluzione approssimata della »=0. 

28. Un oggetto che grandemente occupò gli Analisti si è la ri- 
soluzione algcbraica delle equazioni, col che vuoisi intendere la ridu- 
zione delle equazioni ad altre di forma più semplice o di grado in- 
feriore. Fra le equazioni più semplici si contano le X" — A\ e ciò 
non già perchè si possa dedurne X — [/'.-/ , il che in sostanza non 
sarebbe che sostituire una segnatura ad un' altra; ina perchè, se A 
sia una quantità, le tavole logaritmiche presentano un mezzo facile 
per eseguire l'estrazione di radice, e perchè la corrispondente ope- 
razione aritmetica, la quale per n numero primo è poco più facile della 
risoluzione numerica d’ ogni equazione del grado », diventa più spe- 
dita se » sia numero composto. 

Le riduzioni delle equazioni che possono tornar utili . nella pratica 
si eseguiscono mediante la sostituzione X = II-\-Z, la quale serve 
specialmente a liberare l’equazione dal suo secondo termine; — me- 
diante la sostituzione X = KZ , che serve a ridurre due coefficienti 
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in dato rapporto; — finalmente mediante la sostituzione X=Z+— , 

e qualche volta la sostituzione inversa X H — — = Z : torna pur van- 
taggiosa la estrazione di una medesima radice nei due membri del- 
1’ equazione . 

Per l’equazione del 2.° grado X'-t-ZX-hB = 0 è ben noto che 
si può adoperare la sostituzione X= -Z] oppure procedere 

alla estrazione di radice della 4A' + 4 AX= — AB , il che mostra 
la necessità di aggiungere ad ambedue i membri il termine .-/* , dopo 
di che si ha 2X + 4 = lZ a‘ — iu . 

Similmente 1’ equazione del 4.° grado 

4 A -4 + iAX l ?=—iBX' — 4 CX — i'D 

dà la radice 

2 + (A' + iU—tB)X'-\-(ìAU—iC)X-ì-U‘—iD 

rimanendo da determinarsi l’immaginario V in guisa che possa estrarsi 
la radice del polinomio sotto il segno radicale anche senza conoscere 
X ; ciò richiede la risoluzione di un’equazione del 3.” grado. 

11 precedente metodo che si applica a tutte le equazioni del 4.° 
grado non può servire a ridurre le equazioni del 6.” grado al 3." se 
non se in casi particolari . Supponiamo per brevità che l’ equazione 
sia liberata dal 2.* termine e sia 

4Ar 6 -t-4fiAT < -H4CA* = — 4flA"— 4FAT— 4F 

avremo 

( 2 A"’ -(- B X -+■ C) * => ( B' — 4 D ) X ' ■+■ ( 2 B C — 4 E) X -f- C — 4 F , 
e potremo estrarre la radice del secondo membro nel solo caso che 
ìtF-4- c , D-ì-E'=BCB-+- *DF . 

29. L" equazione generale del 3.” grado può ridursi alla forma 
X' — 5 Af-t-2/s = 0, la quale colla sostituzione X—Z- diventa del 
6.‘ grado, ma posto Z' = Y si riduce al 2.“ F* 2 £ J' -f- 4 = 0, sic- 
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I 3 

che X = [/— e+i/(P — B— — i) . Questa formula nel- 

l'Algebra degli immaginari! non ammette l'eccezione del caso irre- 
ducibile, poiché dee supporsi che si sappia estrarre la radice terza di 
qualunque immaginario. 

Le sole equazioni del 3.‘ grado che sieno risolubili da una for- 
mula analoga alla precedente, sono quelle che possono ridursi a 

X‘ — 6X , + 5X + 3E=0 

e si trova 

l 5 

X=l/ —E-\- [/(£" — 1)4-1/ — — . 

L’ equazione 

X*— 6 X* 4- C X‘ — 9 X' — « C X -+- E= 0 

colle sostituzioni 

x=z+ — , p=y, y~t- — = T 

Z Y 

si riduce alla 

T'-\-CT+E=0 ; 


il che del resto potrebbe ottenersi anche mediante l' estrazione di ra- 


dici (§. 28.) In generale la X"" — mnX"~'-\ X“* - '— -ec.-f- 

4- A {X* - — (m— t)nX— ,) — 4 -ec. } 4-B {X— — 

— (m — 2) n X {m ~' } '~' + ec. I . . . . 4- D {X" — n X* - ’ 4 - ec. } 4-£=0 


. « .. m (to — 3) 

si riduce alla T" — m T*~' 4 - T"~' — ec. 4 - A ( T*~' -cc.)4- 

4-B(7’* - ’ — ec.).... +D T+E=0 . È da notarsi che se n fosse pari si 
comincierebbe coll 1 abbassare il grado della proposta alla metà ponen- 
dovi X=X, poscia la sostituzione X,=2-4-X' ricondurrebbe l’equa- 
zione alla forma primitiva. 

30. Veniamo adesso alle formule pel calcolo numerico degli im- 
maginarli; dicemmo che questi si sogliono esprimere sotto due forme 
differenti, che sono z V''" , x + %V ; nella prima è palese tanto la 
grandezza z quanto l ’ inclinazione « ; nella seconda l’ immaginario è 
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decomposto in due parti l’ una parallela l’ altra perpendicolare alla 
retta 07, sulla quale si prendono le quantità. Se debbasi estrarre una 
radice cioè risolvere la X'—A , e se A sia dato sotto la forma g V y , 

si ponga X = sV‘ , e si avrà z = l '/ g ; si noti che g z sono due 
quantità positive: in quanto all' inclinazione u essa si ottiene mediante 
la divisione, poiché (§. 7.) u = y:n. È noto che mediante le tavole 
dei logaritmi anche la prima operazione si riduce ad una divisione. 

Se l’ immaginario A sia espresso da a+«V supporremo che esso 
sia previamente ridotto alla forma g(c-hsV), essendo g — i/a'-i-a 1 , 
e c s due quantità positive o negative tali che c* 4 - ** = I ; dopo di 

che avremo come sopra z = l/ g . In quanto poi al simbolo VA- ri- 
dotto alla forma x 4 -£vA, noi dovremo eseguire una nuova opera- 
zione per determinare x + ^V = . Da questa equazione se 

ne deducono due, le quali nel caso di n =2 sono x* — = c , 

2x^=* ; e siccome dà necessariamente (§. 7.) x*4-i;’=l, 

cosi (2 x)' — 2 = 2 c , (2 0* — 2 4 - 2 c = 0 . Dalle quali equazioni ri- 
caveremo i valori di x e di £ , ognuno dei quali può esser preso 
tanto col segno 4 - quanto col segno — , ma si deve combinarli in- 
sieme in guisa che xj; abbia lo stesso segno di s. 

Per progredire alla ricerca delle formule successive ci servirà il 
calcolo degli immaginarli. Insieme con un’equazione VA* = x 4 -£VA 
sussiste sempre la sua coniugata ($. IO.) VA— = x — £ V , per lo che 

2 x= VA- 4 - VA— , 2 £ VA = VA* — VA— ; e siccome VAV^VA*** , ec. 
cosi 

\T“ 4-\A— = (3 x) (VA'— *1- 4 - va- 1 — '’q — (VA 1 — ”4- VA — <*—>■) , 
mediante la quale si perviene successivamente alle formule 
VA” 4- vA— =(2 x)‘ — 2 , VA”4-VA -j “ = (2 a)' — 3 (9 1 ) , 

VA'- 4 - VA "A = (3 *)<— 4 (3 a)* 4- 9 

ed in generale 

•* (•» — 3) 

(4) VA" 4- VA— = 9 e = (8 *)* — n(9 *)— 4 - ■ ■ (3 a)— ' — ec. 
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la qual serie finisce se n è pari coi termini 


(n* — 4) , »' 

. ± »*- - (a x^± (a x)'± a 

1.2. 8,4.8 ' 1.2. a ' ' 


e se n è dispari coi termini 

n (n* — 1 ) 


. • T ■ 


1.2.3. 4 


(2 *)’±»(2*) . 


Similmente si dimostrano le due relazioni 


V"“ + V - " ‘ = (a J) ViV'—" — -+- VA 1 * - ” -t-tA- 4 —* 

\f m — !/"““= 2 £ \A -I- VA 1 * - ’' — y/" - *" - "" 

e perciò 

VA“ + VA-“= — (2|)'-l-2 





VA*-+- VA* , = -+-(2 {)*— 4 (9 -f- 2 

ed in generale se n è pari 

(a) 2 (— i)Tc=(9j)T— B(2g)— H-^^-taJr*... . T-l(a{)’±a 

e se n è dispari 

(8) 2(— !)"• « « (2 |)T— m( 3 g>— ■ ■ T " (n ~ * ' * ■ (2 1)‘ ± n (2 . 

Le equazioni (I) (2) (3) serviranno a determinare x £ ; si potrebbe 
determinarne una sola e dedurre 1’ altra dalla relazione *' -t- % ‘ = 1 ; 
ma siccome poscia rimarrebbe da determinare il segno della quantità 
ultimamente trovata; cosi credo che nel caso di n dispari potrà esser 
comodo di calcolare separatamente, mediante la (I) e mediante la 
(3), tulli i valori di * c di £, per poscia combinarli insieme in modo 
che x' + ^'—ì . Nel caso di n pari dalle predette equazioni ( 1 ) (2) 
si dedurranno i valori di (2 ar)* (2 £)' , per poscia trovare x t me- 
diante l’ estrazione di radice; e si noti che le due equazioni si ridu- 
cono in sostanza ad una sola a motivo della relazione (2£) , =4 — (2*)’. 
Per esempio se n =8 si ha, posto (2*)* = /, oppure (2 %)' = !, l’u- 
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nica equazione t* — 8 1‘ + 20 /’ — 16 1 + 2 =c ; della quale basterà 
determinare due radici, giacche le altre due sono 4— t; infatti que- 
sta equazione è della forma di quelle del §. 29., e posto 4=2- t-l/v 
la si riduce «’ — 4 v + 2 =c . 

51. Tutti vedranno che lo formule del § precedente sono quelle 
che stabiliscono le relazioni tra il seno ed il coseno di un angolo e 

quelli di un suo multiplo. I coefficienti numerici » , — — - — — , ec. sono 

quelli stessi del §. 29. , ed essi s’ incontrano frequentemente nell’ Ana- 
lisi; le loro proprietà si dimostrano esprimendoli mediante i coeffi- 
cienti della formula del binomio del Newton. Se questi ultimi si se- 
gnino con 



m (m — 4) (m — 2) 
4 .2.8 


• (» — *4-1) 


si hanno evidentemente le due proprietà 

(SM'T 1 )' ©-^r^'©’) 

perciò il coefficiente numerico di (2 x)" -,r nell'equazione (1) prende 
le tre forme 



1’ ultima delle quali mostra che il coefficiente di (2 x)‘ è 


.t \ a ) 4. a.. ..A » a 



--HXi-h*) 


dal che si ricavano, secondo che n è pari o dispari, le altre forme 
date nel §. 30. a tale coefficiente. Ogni coefficiente è anche uguale 
alla somma di due coefficienti del binomio Newtoniano; infatti è 


così per esempio se 

n-> I 4 , r= 5 è j _ 4 - 8 7 6 5 _/(8)\ + / r (4A _ j 36 -(-70 = 4 96 . 
5. 4. 3. 3. 4 \9/ \S/ 

6 
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Questa formula giova a calcolare i coefficienti di cui si tratta quando 
siasi formato il triangolo del Pascal, che dà i coefficienti delle po- 
tenze del binomio; essa inoltre serve a dimostrare generalmente le 
equazioni (1) (2) (5) mediante la nota relazione 

(SM’r'MS?.’)- 

Se » non è intero, i secondi membri delle (2) (3) sono serie in- 
finite, le (piali procedono secondo le potenze ascendenti di e si ha 

»’ v . . «•(»’ — <)« "■(»’— 4)0*’ — <«> >s , 

c = 4 ■ — £ -+- £* t co 

ir 4 . 2 . 3 . 4 * 4 .2. 3. 4. 5. 6 ' 


« = n f f 

' ino » 


4.2.3 


n(n* — 4) (n* — 9) 
4.2.34.5 


e- 


nellc quali il coefficiente di è 


n r 


1 = 3 — r ft— " 

2 r 1 

t 2 ì 

1 * L » 




Ci serva l'esempio dato di sopra di n = 14 , * = 4 che dà 

4 4.44 46.42 2‘.44 


4 . 23.4 




32. Come esempio degli esposti metodi di risoluzione prendiamo 
l’equazione dei 5 . 20. 24, la cui trasformala in X — 4 = X 1 manca del 
secondo termine, ed è X' — (4-t-2\A)X’ — 8-t-lf=0; ponendovi 


<$• 28.) 


X=Z - {- 


4 -+- 2 V* 
3 Z 


avremo 27 Z‘ — 27(8 — V)Z' 4 - 16 - 1 - 88 ^ = 0 , 

che moltiplicala per 12 ed estratta la radice dà 

1 8 Z’ — (72 — 9V^) = 4944 — 2352 . Per determinare il secondo 
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membro i/a — a \f = t — rV calcoleremo g’ = a’-ha’, poscia 

2 l = sa , 2 r = 1/ 2 j — 2 a , e troveremo 

Z: = 7, 99772 — 1, 40795 V 
ZI = 0, 00228 +0, 40793 V 

Per ciascuna di queste equazioni si porrà 

<z + £V)* = a + «V' , a’ + «.’ = (/, 
e si risolveranno le due equazioni 

(ì:)’—3[/g‘ (8 *)— 2a = 0 , (3 £)’— 3 [/g' (3 £) -|- 2 <t = 0 ; 

I 

poscia se ne combineranno le radici in guisa che z’ + = [/ g' , il 

che si otterrà combinando il supremo dei . valori di s coll’ infimo di 
Z , ec. In tal maniera si trova per la prima equazione 
Z,= 2,0066— 0,4 167 V, —0,9023 + 1,7961 V", — 1,1044 — 1,6793^ 
e per la seconda 

Z, =0,6430+0,5697 V, —0,0013 — 0,7416V^ , —0,6416+0,3720 V ; 
e sarà X' = Z,+Z, , purché si scelgano i valori in guisa che 

3 Z, Z, = 4 + 2 V ; perciò 

X'=2,G496 +0,2o30\A,— 0,9036 + 1,0343\A, —1,7460 —1,3073^ 
33. Le espressioni della forma 10' V' , dove X è l 1 inclinazione 
dell’ immaginario ed l il logaritmo della sua grandezza, sono como- 
dissime quando si tratta di estrarre le radici degl’ immaginari!, ele- 
varli a potenza, moltiplicarli o dividerli; ma divengono poi incomode 
quando si vuole sommarli o sottrarli. Vediamo come si possa perve- 
nirvi mediante le tavole logaritmiche e trigonometriche, cioè come 
data la 10' V‘ + 10" t/ 7 * =r 10“ V"’ si possano determinare n v cono- 
scendo l X m (t. Non è difficile riconoscere che il problema si riduce 
alla risoluzione di un triangolo, di cui sono dati i logaritmi di due 
lati e 1’ angolo intercetto X — H , sicché serviranno le conosciute for- 
mule trigonometriche. 

Parmi peraltro che si potrà usare anche il metodo per tentativi 
da me adoperato nella Nota IV. della citata Memoria ($. 14.) (Metri. 
dell’Istituto Voi. III. p. 214.), e si avrà il vantaggio che, consistendo 
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esso nella ripetizione di un facile calcolo, basta esaminare accurata- 
mente 1* ultima parte per essere certi dell'esattezza del risuitamento. 
La proposta equazione e la sua conjugata danno 

1 0" = t O V' - 1 0“ VAe— — 10'VA— *+10*\A’-e , 

ossia 10' sen (X — r\= 10“ scn (r — ju) , 

«la questa troveremo mediante tentativi il valore di r; poscia avremo 
« dalla l — log. sen (r — (*) = m — log. sen (X — > )=n — log. sen (X — ju) . 

Applichiamo i nostri calcoli all’esempio del § precedente. Primiera- 
mente si ha 72 — 9V , '=10 , •“ M, V' - ' ,,, ’ , " , , giacché l'angolo che ha la 
9 

tangente — espresso in parti di angolo retto è 0,079167: il logari- 
tmo del coseno di tal angolo sottratto da log. 72 dà il logaritmo 1,860699 
della grandezza. Similmente 4911— 2382 v''=10’’ m '"* , e la 

radice seconda di tal immaginario è 10 ,, “" M> ‘ ve-— ••**>*»• . 

Ora per trovare 

___ IQI.UOll» 0, «Ititi 

noi prenderemo per prima ipotesi y = — 0,12, c calcoleremo come 
segue il valore di m — f-j-Iog.sen(r — p.) — log. scn(X — ►), tenendo conto 
nello stesso tempo delle differenze che si avrebbero se r crescesse di 
0,0001, le quali differenze si trovano nelle tavole. Cosi si vede che 
quel valore anziché nullo é — 0,257693, il quale diviso per la som- 
ma 3021 delle differenze dà — 0,0086 per l’errore della fatta ipo- 
tesi. Nello stesso modo si fa il calcolo colla seconda ipotesi di 
>— — 0,1 1 14, la quale dà l’errore — 0,000468, sicché >— — 0,110938, 
la cui esattezza si verifica in ugual maniera. 


m — l 

= -+.0,007806 

DilTcrcnxa Errore di t 

t — ju— 0,0221 .73 

log. sen -f- 8, 64 1837 

-+. 1960 

X — r=0, 0408.88 

log. sen — 8,806836 

-1-1061 


— 0,267693 

: +3021 = — 86 

0,0307.72 

log. scn -1-8,684102 

-1-1411 

0,0392.33 

log scn — 8,704239 

-1-1846 


— 0,012831 

2756 = — 4.65 
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y — ji=0,0342.37 

log. sen 

8,690615 

X — 7=0,034 7.68 

log. sen 

8,697925 

A— jU=0,0630.05 

log. sen 

8,994784 

y<= — 0,110935 . 

« — 

2,164865 


Trovato il log. sen (A — u) se ne deduce facilmente il valore di n, sicché 
t8Z‘=10’'““’ . Sottraendo il log. 18, poscia dividendo per 

3 si ha un valore di Z=lO°'’“" . Siccome d’altronde 

” cosi una delle radici dell’ equazione (). 32.) 

sarà 

IqMojht iQ-t.imoi ^-muhi 

Col mezzo delle tavole si passa facilmente dalla forma IO')/'* alla 
a -+- « \f , giacche V K — cos A+V^ sen \ ; cosi il precedente valore si 

riduce a X'=2, 00662 —0,11669)A + 0,G4297-+-0,36962VA 

= 2,64939 -f- 0,23293 V . 

34. Non poco laboriosa è la risoluzione delle equazioni del 4.° grado, 
poiché vi si richiede ($. 28.) la determinazione di una radice di un’ e- 
quazione del 3.°; ed oltre il 4.° grado pochissime sono le equazioni 
che si sappiano ridurre (§. 29.) alla forma X" — A : bisogna adunque 
trovare un calcolo numerico mediante il quale si ottengano successi- 
vamente le varie cifre decimali del valore di ciascuna radice di una 
equazione . 

La teoria degl’ indici quale l’ abbiamo esposta nel §. 26. ci dà 
un modo facile c diretto per risolvere una qualunque equazione al- 
gebraica AX" + BX“~‘ 0; poiché calcolandone successiva- 

mente parecchie trasformate in (X — a) noi possiamo ristringere a pia- 
cimento l’intervallo in cui sono comprese le singole radici, ossia noi 
possiamo determinare dei confini sempre più ristretti, nei quali sieno 
compresi i valori della quantità x essendo X—x+^ V ; e quando a 
uguagli o sia pochissimo differente da un valore della x , avremo due 
equazioni in £ clic avranno approssimatamente una radice comune, e 
cosi sarà determinato il valore di X. Le successive trasformate in 
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{x — a), (x — a — a ), ec. si calcoleranno coll’ algoritmo esposto nella 
Memoria più volte citata, operando separatamente sulle due parti del- 
1’ equazione, in una delle quali i coefficienti della potenza di X sono 
semplici quantità, nell’ altra sono quantità moltiplicate per V . 

Così per esempio data l'equazione 

A'4- ( 1 4- X VX) A'4~ ( m -t- fi \f) A -f* n -f- v \X = 0 , 
noi calcoleremo colle cifre a, a'.... sui coefficienti delle due parti 
A*-H AI* 4 - m A' 4 - » 4 -(X A* 4 - jxAf 4 - vJV/^O . 
e formeremo la seguente tabella 


4 -f- / -f- w n 

X 4- fi 4- > 

1 +/, + », + rt 3 

-4- fi* ■+• 

l “H "H w*i 

-4- fi* 

4 -f- / 3 


4 



essendo 

l,= a-t-I, ”>,=<■ t. 4- m , n 3 =oni,-(-», X, = X , «,=aX, -f- fj. , 

? , l, = a-f /, , m,=o/ 1 4-»t, , X,=X , jUj=aX,-f-(U, , 

+ X J — X , 

e sarà 

-t ’-f-tHjA h j4-(Xj A '"4-^jA ’- f~ (fj)VX = 0 

la trasformata in X —X— a . Le due equazioni che si ottengono po- 
nendo X—^y sono 

— fj£’ — fAjJ-+-"i=0 , — — X, J* «i, J 4 - = 0 , 

e possono considerarsi come le due parti dell’ equazione, che si ha 
ponendo X' — 2. V~ (dove 2 è un immaginario) e che è 

— hS* — fi, E4-"i4-(— S* — X,H’4- m iZ4- M\X = 0 

Per trovare le radici delle due equazioni in £ si opera nel modo so- 
lito colle cifre a , «' sui coefficienti delle medesime; sicché per 

tutte quelle cifre che sono comuni alle radici delle suddette due e- 
quazioni, il calcolo è precisamente quello stesso come se operando 
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sulle due parti dell' equazione in 7 L si formassero le solite labelle 
colle cifre a , «' ; ecco la prima 


essendo 


« 


— fi — Pt -+* «j 


— t — X, -+- m, -+- r, 


— li — pi “ 4 - n o 

— U — pt 

— k 


— * — N + »»5 + 

4 X s -4- IWfi 

— 4 — X 6 


— — Mi=— tt, 4— M) . "6 = — “Hs+ n >> X 4 =— « — X, , 

m 5 = — a X 4 m, , r 6 = « ni, -|- r, , ec. 

Sicché in fine si vengono a trovare i coefficienti della trasformata in 
(E — a), dai quali sarà facilissimo passare ai coefficienti della trasfor- 
mata in X — a — «/ = (& — a) V = X' , la quale sarà 

X * -f- X * -f- X , -f- n 6 “4" (X® X * pi X\ -4- r 4 ) ^ = 0 . 


Per separare le radici si calcolano i coefficienti della trasformata in 
(X — a) e mediante le due equazioni in £ si calcola l’indice corrispon- 
dente ad x=a ; lo stesso si fa per la trasformata in (X — a — a') ec. : 
ma quando si ha già isolata una radice non si tratta più clic di cal- 
colare per la trasformata in (X — a) il valore a+a 4- che è quasi 

radice comune delie due equazioni in c vedere qual correzione a 
debba farsi al valore di o; poscia si calcola la trasformata in (X — a — a'), 
e le due corrispondenti equazioni in la cui radice quasi comune avrà 
all' incirca Io stesso valore precedente ; in questa maniera 

verrebbe a ripetersi per ogni trasformala in (X — a), in (X — a — a) ec. 

buona parte del calcolo eseguito colle cifre a , « , Onde evitare 

queste ripetizioni di calcolo trovo più comodo di calcolare mediante 
la cifra a i coefficienti della trasformala in (X — a) , e dedurne, co- 
me si vide precedentemente, quelli dell’equazione in '*= — ( X — a)V ; 
da questi calcolare colla cifra a i coefficienti della trasformata in (Si — a), 
e dedurne quelli dell’equazione in X', = ('E — a)V =X — a — « V’ . 
E continuare nello stesso modo colle cifre o' , «' , a " , <*" , ec. ; ve- 
nendosi per tal guisa a trovare successivamente tutte le cifre della 
cercata radice X=(o -t-n'-t- . . . .) -f-(a-4- VA. 
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Nel passaggio dalla tabella calcolata colla cifra a, alla seguente 
per a, da questa alla successiva per a, ec. , alcuni coefficienti mu- 
tano segno, altri lo conservano: gioverà tener a mente la seguente re- * 
gola. Gli ultimi termini n > conservano sempre e i loro posti e i loro 
segni; inoltre conserva il segno il penultimo m, che dalla tabella per 
a a quella per « passa da sinistra a destra, e che ripassa da destra 
a sinistra dalla tabella per « a quella per a'; al contrario muta se- 
gno il penultimo termine fx che nel primo caso passa da destra a 
sinistra e nel secondo da sinistra a destra. Ogni altro termine segue 
riguardo al segno regola opposta a quella che vale pel termine che 
nc è distante di due posti; cosi i termini antepenultimi cangiano ogni 
volta di segno, perchè gli ultimi non nc cangiano mai, ec. 

38. La scelta delle successive cifre a, a, a',.... non è tanto fa- ' 
cilc quanto nella risoluzione delle equazioni fra sole quantità, sicché 
occorrerà qualche volta calcolare più cifre spettanti ad uno stesso rango 
di decimale, ed alcuna di tali cifre potrà anche esser negativa; ciò al- 
lungherà alcun poco il calcolo, ina non porterà alcuna sensibile diffi- 
coltà nella determinazione della radice che risulta dall’ unione di tutte 
queste cifre . 

Siccome l’ operazione va sempre più avvicinandosi ad essere una 
semplice divisione; così sceglieremo per primo esempio l’equazione 
del l.° grado (IS-t-OV^X— 23 — 54^ = 0 

La prima tabella si calcola colla cifra 3, ed ottenuti al solilo (come 
qui si vede sotto la lettera (./)) i coefficienti 13 4-14 9 — 27 della 
trasformata in (X — 3), se ne deducono mediante la data regola quelli 

(aV— 3) 

— 9 4-14 13 — 27 dell’equazione in - ' — , sui quali si opera 

colla cifra * = 2 (alla quale si è aggiunto il segno V pel solo og- 
getto di non dimenticare che tal cifra appartiene al valore di £ , es- 
sendo X— x ed ottenuti i coefficienti — 9 — 4 13 — 1 se 

ne dedussero quelli 15 — 4 9 — 1 della trasformata in (X— 3— 2\A). 
Dovendosi ora passare ai decimi si moltiplicarono gli ultimi termini 
di ciascuna parte per 10, e si ebbero 13 — 40 9 — 10, sui quali si 
operò colla cifra 3'; e così in seguito. 
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(<0 



43 — 35 

9 — 54 

a 

43 -h 44 

9 — 27 


— 9 + 44 

48 — 27 

3V 

— 9 — 4 

48 — 4 


4 3 — 40 

9 — 40 

3 ' 

43 — 4 

9 + 47 


— 9 — 4 

4 3+4 7 

— tV 

— 9 + 8 

43 + 4 


43 + 80 

9 + 40 

— 6" 

43 + 9 

9 — 44 


— 9 + 2 

43 — 44 

»V 

— 9 — 7 

43 — 4 


(B) 



43 — 25 

9 — 54 

8 

48 + 44 

9 — 27 

2 

— 9—40 

43—40 

2 ’ 

43 — 44 

9 + 8 

— tv 

— 9 — 50 

43 — 50 

4 " 

43 + 3 

9 — 4 4 

i'V 

— 9 — 70 

43 — 40 

4'" 

43 — 48 

9 + 26 

— 9'V 

— 9 0 

43 0 


Lo scopo da aversi nella scelta della prima cifra 3 si è che gli ul- 
timi termini + 14 — 27 che ne risulteranno sieno per quanto è pos- 
sibile piccoli ed abbiano all' incirca lo stesso rapporto dei numeri 
— 9, 13 che nella seconda tabella diverranno i loro divisori; si vede 
che la cifra 3 soddisfa meglio a questo scopo di quello che la cifra 
2 che avrebbe dati gli ultimi termini +1, — 36; oppure la cifra 4 
che avrebbe dato 4-27, — 18. Cosi pure nella scelta della seconda 
cifra 2 si ebbe in vista che gli ultimi termini — 4, — 1 risultassero 
all' incirca proporzionali ai successivi divisori 13 9 . In terzo luogo 
si osservò che il 13 è compreso nel 40 poco più di 3 volte, e che 

7 
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il 9 è compreso nel IO una volta, c si scelse la cifra 3', che rende 
mollo piccolo l'ultimo termine — 1 che deve poi esser diviso pel — 9: 
del resto se si avesse usata maggior attenzione si avrebbe conosciuto 
che la cifra 2 era un poco più opportuna della 3 , ed essa avrebbe 
dati i coefficienti 13 — 14, 9-|-8 come si vede sotto il (B), dove i 
medesimi calcoli predetti sono scritti più compendiosamente. Conti- 
nuando il calcolo si trova tanto in (4) quanto in (B) la cifra — i'V . 
Dopo di che volendosi passare ai centesimi si moltiplicano ancora gli 
ultimi termini per IO, e si trova in (4) la cifra — 6", invece in ( B) 
la 4 , le quali però conducono agli stessi termini 13 -t- 2, 9 — 14. 

Si prosegui nello stesso modo il calcolo terminando in (B) colla cifra 
— 2'" V , perchè si ottennero gli ultimi termini ambedue nulli . Rac- 
cogliendo le cifre tanto positive che negative trovate in (B) si ha il 
quoziente 

A'=3,244-t-2,7i2V = 8, 244 4,908 \A- 

11 calcolo in (4) avrebbe dato identicamente X=3, 364-1-2,11 2 V 
Abbiasi per secondo esempio 

(847324 -4- 29! 26 VA') A - — 868094 — 76674^ = 0 . 

Rammentando lo scopo da aversi nella scelta delle cifre del quoziente 
ed osservando che nel presente caso uno dei divisori 547. . . è molto 
maggiore dell’ altro ± 29. . . si vedrà opportuno che ciascuna cifra sia 
quasi sempre quella che è data dalla divisione pel maggiore dei pre- 
detti divisori, giacché il residuo diventa poi dividendo pel minore dei 
divisori. Non volendo spingere l’ approssimazione molto innanzi non 
si aggiungono zeri agli ultimi termini, ed invece si vanno tagliando le 
ultime cifre dei penultimi. 



347324 — 

868094 

29126 

— 

76574 

2 

347324 — 

473446 

29426 

— 

48322 

5' 

34732,4 ■+■ 

246 

2942,6 

— 

3759 

t'V 

—291,3 — 

75 

3473,2 

— 

286 

*"V 

—29,1 — 

404 

347,8 

-1- 

64 

9 " 

34,7 — 

0 

2,9 


70 

— s'V 

—2,9 + 

6 

34,7 

-4- 

4 

—r 

3,5 — 

4 

0,3 


0 
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Cosi si trovò 

X= S..5008S-+- 0,0Hà\A = S.500S8 -+. 0,0108 . 

56. Veniamo adesso a risolvere l’equazione 

X' — 3 A” — JT — 5-H — 9 JT-J- 3)\A=0 . 
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Mediante il calcolo degl’ indici abbiamo già veduto ( 5 - 26.) che posto 
X=x+%V una delle radici corrisponde ad x tra 0 ed 1, una ad 
x minore di 0 , ed una ad x maggiore di 2. Separate in tal modo 
le tre radici noi troveremo quella che ha x compreso tra 0 ed 1 co- 
minciando col cercare la prima cifra « del valore di £. A tal fine i 
coefficienti I — 5 — 1 — 8, 0 — 2-f-5 della proposta ci daranno colla 
regola stabilita nel §. 54. i coefficienti 3-4-2 — 8, — I— 0— I-f-5 

dell equazione in 2, i quali c indicheranno la cifra «=t ; poscia con- 
tinueremo il calcolo come qui si vede. 


3 — 6 - 1—0 — 1+8 



4 — 80 — 400 -f- 0 80 — 800 -f-1000 



Digitized by Google 



53 


SAGGIO SULL' ALGEBRA DEGLI IMMAGINARI! 



,004 — 3,70 — 4909,1 — 4 8883 

3,17 — 7697,0 — 30591 

— 4 "' 

,001 — 3,70 — 4898,3 + 6761 

3,17 — 7709,7 -)- 247 


— 2,71 — 4887,5 

— 7722,4 

4" 

— 0,03 — 488,9 -4- 3805 

,03 — 772,1 — 2841 


— 489,0 

— 772,0 



0,08 -f. 772,0 -4- 8805 

— ,08 — 489,0 — 2841 

— 5'V 

0,03-1-771,8 — 64 

-4- 771,7 

— ,08 — 488,8 — 397 
— 488,7 

— i v 

-1- 77,2 — 131 

— 48,9 — 348 

— 4 r 

— 48,9-4- 65 

— 77,2 — 39 

— B'V 

-4- 7,7 -|- 3 

— 4,9-1- 0 


e<l otterremo la cercata radice 

Jf = 0, 4 074 4 0 ■+■ 1,0 5 5 5 Ti" V^ = 0,0 96360 -4- 4,06 4 4 83 V 

Dopo il calcolo colla cifra i V passando a cercare una cifra di x si 
vide che essa non poteva essere che un decimo, perciò si moltiplica- 
rono gli ultimi termini per 1000, i penultimi per 100, gli antipenul- 
timi per IO, ec. , e si fece il solito calcolo colla cifra 1' . Simil cosa 
si fece passando dai decimi ai centesimi, ec. soltanto non volendosi 
spingere tropp’ oltre il calcolo si adoperò in luogo dei moltiplicatori 
1000, 100, 10, 1 gli altri 1, 0,1, 0,01, 0,001. Dopo della cifra 
i5" VA si fece il calcolo anche colla 5"V onde ridurre gli ultimi ter- 
mini — 15832 — 30591 all’ incirca proporzionali ai termini — 4909 
— 7697 che nella tabella seguente ne divengono i divisori. Eguai av- 
vertenza si ebbe nelle tabelle successive. Quando il calcolo si ridusse 
ad una divisione lo si compendiò nel modo esposto al §. 35. (li) 
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Passiamo a calcolare la radice, nella quale x>2, e mediante la 
cifra 3 otterremo 



1 — 8 — 4 — 5 

0 — S -4- 3 

3 

1 — 0 — 1 — 8 

0 — 3 — 3 


4 -+- 3 8 



1 + 6 



nel solito modo i coefficienti di 

y = — 6 -4- 3 £ — 8 « = — £ J 8 £ — 8, 

e siccome la y = 0 non ammette radici, cosi riconosceremo che le ra- 
dici della »= 0 non potranno dare indice maggiore del +1, che ap- 
partiene (§. 26.) a x = 2 ; onde x è maggiore anche di 3. La trasfor- 
mata in (X — 4) ci dà similmente 

y = — 9 -t- a I -+- 7 . » = — £> + S8{ — 5: 

qui la y s=0 ha le radici — 0,8 , 1 , alle quali sono intercalate le tre 
radici — 8, 0,2, 4 della 8 = 0, dal che facilmente si conchiude che 
l’indice è 3, e che perciò x è minore di 4. Continueremo dunque il 
calcolo col valore intermedio 3, 8 



4 -4- 60 -+• 800 — 8000 

0 — 300 — 3000 

5' 

1 -h 65 -H 4138 — 3375 
1 -1- 70 -4- 1475 
1 -f- 75 

0 — 300 — 4000 

4' 

1-J-76-I- 4654 — 834 
1-4-77-4- 1638 
1 -4- 78 

0 — 300 — 4300 


vedremo che tanto per x = 3,8 quanto per x = 3,6 la y = 0 è priva 
di radici, sicché l'indice è 1, ed x è maggiore di 3,6; peraltro i 
termini ultimamente trovati c’indicano abbastanza cbe per diminuire 
gli ultimi termini sarà opportuna la cifra 2' V , e poscia potremo pro- 
gredire col calcolo . 
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— 78 -1- 800 — 824 

— 4 — 0 + 1628 — 4200 

«V 

— 78 4- 44 — 786 

— 4 — 2 + 1624 — 968 


— 78—142 

— 1 — 4 + 1616 



— 1 — 6 



1 + 780 + 461600 — 736000 

60 + 11200 — 952000 

5" 

4 + 786 + 465586 + 94625 

60 + 41500 — 894500 


4 + 790 + 169475 

60 + 14800 


1 + 795 




— 795 — 11800 + 91625 

— 4 — 60 + 169475 — 894500 

5'V 

— 795 — 16775 + 18750 

— 1 — 65+ 169150 — 48750 


— 795 — 19750 

— 4 — 70 + 168800 



— 1 — 75 

3'V 

— 7,95 — 1998,9 + 6753 

—.001— ,76 + 16877,7 + 1883 


— 7,95 — 2022,7 

—0,76 + 16875,5 


e si continuerà a trovare le cifre — 4 ' , — \"V , 7> r V , — t’ , 7'V, 
2" , quali vengono facilmente indicale dalle divisioni per quello dei 
due penultimi termini, che è molto maggiore dell" altro. Per tal modo 
si ha 

*=8,6 50 4 72 + 0,2 5 873 7^ = 8,6 49598 + 0,252937^ 
Finalmente si trova con un calcolo analogo 1’ ultima radice 
*=7,264058 + 3]70862'nA=— 0,745952 — 1,80741 9^ . 
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§. HI. 


h-oprietà degli interi. 

37. 1 Matematici molto si occuparono delle proprietà dei numeri 
interi, e da Diofanto a Fermai, da Fermai a Gauss, a Legcndrc, a Ja- 
cobi formarono quel vastissimo corpo di scienza, che costituisce una 
delle parti più diffìcili della matematica pura. Se in luogo di soli nu- 
meri interi si considerino gli immaginarti interi, l’oggetto riesce più ge- 
nerale, e la scienza si estende non poco ; ne daremo qui con rapidi 
cenni qualche idea; si vedrà che spesse volle i teoremi ed i processi 
di calcolo non sono se non se facili estensioni di quelli che riguar- 
dano i numeri interi; ma che in molti altri casi la diversità fra i nu- 
meri e gli immaginar» è decisa, e che rimangono non poche diffi- 
coltà da superare. 

D’ora in poi colle lettere indicheremo soltanto gl’interi, i quali 
saranno numeri se le lettere sicno di carattere minuscolo, ed immagi- 
nari! se maiuscole. Se un intero è uguale iti prodotto di altri interi, 
si dice che il 'primo è divisibile per ciascuno di questi . Ogn’ intero 
(immaginario) che non ha alcun divisore (oltre una delle quattro unità 
±1, ±V , c l’intero stesso, moltiplicato per una delle quattro unità) 
si dirà semplice ; gli altri interi si diranno composti. I numeri non di- 
visibili ne per altro numero, nè per alcun immaginario intero si di- 
ranno semplici; se non sono divisibili per alcun numero, si dicono 
primi ; c si diranno primi-composti se sono divisibili soltanto per un 
immaginario. Cosi per esempio 7 è un numero primo c semplice; 3 è 
numero primo-composto perchè è divisibile nei due fattori 2 -+- V , 
2 — , ognuno dei quali è un intero semplice. Tutti i numeri primi 

che divisi per 4 lasciano il residuo 3 sono semplici ; gli altri sono 
composti da due fattori semplici a-f-oY, a — a Y ; perciò tali nu- 
meri primi -composti sono della forma a o’-t-a’ . 

38. Cerchiamo quali calcoli numerici si richicggano per decom- 
porre un intero nei suoi fattori . Sia da prima proposto il numero 
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14933 da decomporre nei suoi fattori primi: notissimi criterii mo- 
strano clic esso non è divisibile nè per 2 nè per 3 nè per 3. Per 
tentare le divisioni cogli altri numeri primi gioverà tagliare le cifre 
del numero proposto di 2 in 2, di 3 in 3, e di 4 in 4, poscia ese- 
guire (sempre sulle parli del numero proposto) quel solito calcolo che 
serve a sostituire in una funzione algebraica intera un dato valore 
di x . Operando sulle parti di 3 in 3 cifre (colonna B) colla cifra — 1 
si ottiene l'ultimo termine 919, il quale è il residuo di 14933 diviso 
per 1001 = 7. 11. 13, e siccome 919 e 1001 non hanno alcun fat- 
tore comune, cosi noi conosciamo che il numero proposto non è di- 
visibile nè per 7, nè per 11, nè per 13. Nella stessa colonna operando 
sui numeri 14-1-933 colla cifra — 3 si ottiene l'ultimo termine 891, 
che confrontato con 1003 = 17.39 mostra che il proposto non è di- 
visibile nè per 17 nè per 89. 


(•') ( B) (C) 


I -+- 49 -+- 33 4 4 933 1 -1- 4933 


7 

4-4-56-4- 435 

34 3 

— 4 

4 4 -4- 94 9 

7 44.43 — 5 

4 -4- 4938 

6 

4-(-55-4- 363 

47.9 

— 3 

44 -1- 894 

47.69 —4 

-(- 4999 

44 

4-4-6O-4- 693 

89 

— 7 

-4- 835 

49.53 — 1 

4939 

8 

4 -4- 59 -4- 4 89 

97 

41 

-4-4087 

33.43 


— 1 

4 + 48 — 45 

4 04 

4 

-4- 947 

87.37 


— 8 

4 -|- 46 — 405 

103 

— 5 

863 

67.45 


— 7 

4 + 43 — 364 

407 

6 

4017 

74.44 


— 9 

4 -4- 40 — 837 

409 

4 

989 

83.49 



Similmente 833 non ha fattore comune con 1007=19.35 nè 1087 
con 989 = 23.43, nè 947 con 999 = 57.27. Continuando il calcolo 
nella colonna (C) colla cifra — 3 vedremo se il numero proposto ab- 
bia alcun fattore comune con 10003 = 23. 29. 13 ; e per la colonna 
(./) cifra 7 con 93 = 51. 3; per la colonna (C) cifra — 4 con 
10004 = 41.61.4; ed (A) 6 con 94 = 47.2; c ( B ) —3 con 
1003 = 67.13 , e (Z?) 6 con 994 = 71.14, e (C) —1 con 
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10001 = 73. 137, e ( B ) 4 con 996 = 83. 12. Così si sono saggiali 
tutti i numeri primi (ino ali’ 83, eccettuato soltanto il 79, pel quale 
si tenterà la divisione . In quanto ai successivi numeri primi 89, 97, 
101, 103, 107, 109 la divisione si vede tentata nella colonna (./) 
mediante le cifre 11, 3, — 1, — 3, — 7, — 9. L'ultima riesce, e ci 
dà 14933 = 109.137; come poteva dedursi anche dall' ultimo termine 
4932 che ha con 10001 il fattore comune 137. Se avendo spinto l’ope- 
razione sino a questo punto non si fosse trovato alcun fattore, si avrebbe 
continuato tentando la divisione coi successivi numeri primi 113, 127, 
131, 139, 149, ec. fino alla radice del numero proposto. 

Si voglia ora decomporre in fattori semplici l’intero 630-4-163 V/" ; 
cercheremo da prima il massimo comun divisore dei numeri 630 163, 
ed otterremo il fattore 13 che si decompone nei numeri primi 3, 3, 
poscia nei fattori semplici 3 (2-4-1/") (2 — V). Venendo all’altro fat- 
tore 42 + 11 V (i cui due termini 42 11 non hanno alcun divisore 
comune) noi decomporremo il valore di (42-4-1 i V^") (42 — UN/") =1883 
(cioè la seconda potenza della grandezza dell’ immaginario 42-4-11 V/") 
nei suoi fattori primi 3 13 29, i quali saranno tutti composti, c ci 
daranno i fattori semplici 2 ± \Z" 3 ± 2 \Z" 8 ± 2 V/" , ognuno dei quali 

o col segno superiore o coll’ inferiore dovrà dividere 42 -4- 1 1 V/" . Per 
fare la scelta del segno sarà più comodo impiegare una moltiplica, 
anziché il tentativo di una divisione fra immaginarli: cosi pei due fat- 
tori 3 ± 2 V/" cercheremo quale di essi moltiplicato per 42 -4- 11 V (o, 
più speditamente, pel residuo 13-4-111/" di 42 -4- 1 1 \Z" diviso per 29) 
dia un prodotto divisibile per 29, e riconosciuto che ciò spetta al mol- 
tiplicatore 8 — 2 V/" , ne dedurremo che l’altro 3-t-2\A è il fattore 
semplice ricercato. 

Cosi abbiamo 630V/ -4-163 = 3(2— t/")(2-4-V^)*(3—2V/)(3-4-2\/-). 

39. Il precedente problema ci conduce a risolvere l' altro: Tro- 
vare tutti gli interi, dei quali si conosce la seconda potenza della gran- 
dezza. L’espressione geometrica dei problema è questa; Segnati sopra 
un piano due sistemi di rette perpendicolari, le quali formino dei 
quadrati coi lati eguali all'unità di lunghezza, determinare tutti i ver- 
tici di tali quadrati, che hanno una determinata distanza dal vertice 

a 
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0, che si prende per origine. Intendiamo al solito che i numeri reali 
si contino sulle rette orizzontali, ed i coefficienti di ramuno (V) sulle 
verticali . 

Sia |/2840 la data grandezza dell'intero x + %V , vale a dire 
debba risolversi la x* •+•£* = 2340; noi decomporremo il dato numero 
nei suoi fattori primi 2.’ 3.’ 3. 13; poscia osserveremo se tra loro vi 
fosse qualche numero primo-semplice ($. 37.) elevato a potenza di espo- 
nente dispari, poiché questo sarebbe certo indizio dell’ impossibilità del 
problema. Decomporremo tutti i fattori primi -composti 2, 5, 13 nei 
loro fattori semplici 1 ± / 2*1/", 3 ± 2 / , e tutte le soluzioni 

del problema saranno date da 

x-hg/ = 3(l±V^) (t±V) (S±y) (3±3\A)ft . 
dove in ciascun fattore si può prendere ad arbitrio un segno piutto- 
sto che P altro, ed fì disegna una qualunque delle quattro unità 1, — 1, 
/, — V . Non è difficile riconoscere che le soluzioni essenzialmente 
differenti della x' -t-£* = 2340 sono espresse da 

I_f_|v^ = 3.2 (2-t-V^)(3±2vA), e sono * = (24 , 48), £ = (49, 6) 

Il numero delle soluzioni è in generale 

~ (*"• ri- ! ) (<•-+* t )(•>-+- 1 ) ■ • • • 

essendo i, «, gli esponenti dei fattori primi -composti 3, 13, 17, ... . 

escluso il 2. Se tutti gli t, i sono pari, in questa formula si 

viene a contare per — la soluzione, nella quale uno dei x 2 è nullo 

e l'altro uguaglia la radice del numero proposto. 

40. Quando n è molto grande, la sua decomposizione in fattori col 
metodo del §. 38. riesce laboriosa. Per la risoluzione dell’equazione 
x* -f-£* = n potrà servire il seguente processo: suppongo che n non 
sia divisibile nè per 2 nè per 3, e che soddisfaccia alla condizione 
n=4«-t-l necessaria per la possibilità della . Cerco da prima 

se n sia un quadrato perfetto, al qual effetto ricorro all’estrazione della 
radice soltanto nel caso che n diviso per 90 dia (§. 38.) uno dei re- 
sidui 0, 1, 4, 9, 16, 22, 23, 27, 31, 34, 36, 37, 

43, 49, 33, 38, 64, 67, 70, 81, 82, 88. 91, 97, 
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giacché altrimenti sarebbe impossibile che n fosse un quadrato. — Dopo 
ciò opero analogamente al seguente esempio. 

Proposto n = 63829, osservo che n diviso per 40 lascia il resi- 
duo 9, e perciò gli sottro successivamente i numeri della progressione 

aritmetica 400, 1200 , 2000, (che sommati insieme danno un 

quadrato pari) ed esamino se qualcuno dei residui sia quadrato; al 
che molto mi giova il sapere che possono esser quadrati soltanto i 
numeri che divisi per 99 lasciano uno dei precedenti ventiquattro re- 
sidui . A tal uopo nell' unito tipo di calcolo sono posti in una terza 
colonnetta i residui 66, 84, 34, .... rispetto a 99, che si hanno sot- 
traendo successivamente dal primo residuo 70, di n diviso per 99, 
i residui 4, 12, 20, .... Per tal maniera la sottrazione dei numeri 
400, 1200, 2000 si fece complessivamente quando il residuo 34 dava 
speranza di ottenere un quadrato perfetto. L’estrazione di radice mo- 
strò che nulladimeno tale non fu nè 89929 nè il successivo 49129 
ottenuto colla sottrazione complessiva dei termini 2800, 3600, 4400, 
della nostra progressione. Poscia si trovò 18129=123’, e 8929=77’. 


63539 


70 

63539 

68539 

400 

4 

66 

64 

444 

4 300 

43 

54 

730 

880 

3000 

30 

34 

4530 

4 680 

59939 

nonèquadr. 

64335 qod i q. 

60825 non è q. 

3800 

38 

6 

9330 

2480 

3600 

36 

69 

34 30 

3380 

4400 

44 

95 

3930 

4080 

49439 

noD è 

q- 

4790 

4880 

5300 

53 

73 

5590 

5680 

6000 

60 

43 

44635 non è q 

40435 non è q. 

6800 

68 

43 

89600 

40400 

7600 

76 

66 






3025 =(45)’ 

25 =3 5* 

8400 

84 

84 



45439 

- 


59600 

60400 




9300 

93 

88 



5939 

= (77)’ 



40000 
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Compiuta questa prima serie di tentativi se ne fa una seconda sot- 
traendo successivamente 64, 720, 1320, 2320, che dopo il primo 

termine formano una progressione aritmetica colla solila differenza 800. 
Qui noteremo che i numeri quadrati che hanno per ultima cifra il 3 
hanno per penultima il 2 ; sicché nel nostro caso scorgeremo l' inu- 
tilità di sottrarre il solo 64 o i due soli 64, 720 ; c dopo dal 61223 
(che nou è quadrato) sottrerremo sempre cinque termini della progres- 
sione aritmetica; e siccome i cinque 2320, 3320 hanno la somma 

19600, così i cinque successivi avrebbero la somma 39600, poscia i 
cinque successivi la somma 39600, ecc. 

Una operazione affatto analoga si fa in terzo luogo sottraendo suc- 
cessivamente 144,880, 1680, 2480,.... L'impossibilità che 41623, 
60823, 40423 sieno quadrati è fatta palese dalle ultime cifre dei loro 
prodotti per 4:100 1663, 2433, 1617. 

Se il residuo di « diviso per 40 sia differente da quello che ab- 
biamo supposto, differenti deggiono pur essere le serie di numeri da 
sottrarsi ad n. Ecco in A) li) C) D) le serie corrispondenti ai residui 
9, 29, 1, 21 . Aggiunsi al di sotto di ciascun numero la radice corri- 
spondente alla somma dei termini di quella serie, la qual radice (dopo 
il primo termine) supera di 10 la quarantesima parte del termine cor- 
rispondente . 


A) 

400 , 

4 200 

2000 . . 

•5 64, 

720 , 

4 520 , . 

•i 444 

880, 

4680 ,. . . 


20 , 

40 . 

60 , . 

*, 

28 , 

48,. 

.; 12 

32, 

52,... 

B) 

100 , 

800 

4600 , . 

■5 4, 

480 , 

4 280 , . 

• 5 324 , 

4420, 

4 920 ... . 


40 , 

CO 

o 

60 , . 

2, 

22 . 

42,. 

. i 18 

38, 

58 ... . 

C ) 

400 , 

4 200 , 

2000 , . . 

.; 46 , 

560 , 

4360 . . 

. ; 256 , 

4040, 

4840 , . . . 





4 

24 , 

44 . . 

• 5 «6 

36, 

56 

Dì 

400 , 

800 , 

4 600 , . . 

■ i 36, 

640 , 

4440 , . 

496 , 

960, 

4760 





«, 

26 , 

46 . . . 

• ; 44 , 

34, 

54,... 


Quando n diviso per 40 dà uno dei residui 33, 13, 17, 37 deggiono 
adoperarsi le sole due ultime serie delle tre segnate rispettivamente 
con A) B) Q D) . 

Avendo trovato coi precedenti calcoli clic il proposto numero 

635S9 = 423’-4- 220’t=77’-4-24O , = 45’-I- 248*=»5’-|- 262’ 


Digitized by Google 



DEL PROF. G. BELLA VITIS 


64 


può spartirsi in più maniere in due quadrati, ne dedurremo che esso 
non è primo; ed avremo facile modo per decomporlo nei suoi fattori 
primi -composti. In quanto ai fattori primi -semplici, essi si avrebbero 
cercando il massimo comun divisore di 123 e 220. — Se o’-p-a* 
6' -1-/3* sieno due fattori di n, lo spartimcnlo di questo in due qua- 
drati si otterrà sia da 


(a-\-a.V)(b + ^V) = ab — a, + (b a. a H)V , 

sia da 

(o-f-«t^)(6 — £\A) = a6-+-£t/3-M6« — a&)V , 

Perciò dai due spartimenti n = 77* 4 - 240* = 123* + 220’ dedurremo 
ab — et /3 = 77 , a b a 4 23 , b i£ -f- a 0 = 240 , b&- — a|8 = S30, 

da cui 

a& = 400, «0 = 23, 6 « = 230 , O0=:1O . 


Queste equazioni, quantunque sieno in sostanza tre sole, pure sono suf- 
ficienti a determinare i quattro interi o= IO, «t=23, 6=10, 6=1 ; 
sicché n avrà i fattori 10 4-23^", lO-f-V''. 

Confrontando « = 123*4-220’ con ciascuno degli altri due spartimenti 
43 , 4-248’=3’4-232‘ si trovano i fattori 144-39^, ©4-\A ; 464-39V* - , 
4 4-V^ . Da ciò risultano i tre fattori primi-composti del proposto n 
101, 37, 17. 

Ogni ninnerò che può spartirsi in una sola maniera nella somma 
di due quadrati è un numero primo, purché i due quadrati non ab- 
biano qualche dici sor comune. Può servire di esempio il numero 
102001, che mediante le tre serie C ) si spartisce solamente nei due 
quadrati (249)’ 4- (200)’ , i quali non hanno alcun divisor comune, 
sicché il numero proposto é primo. 

41. Applicando il precedente metodo ad « = 128633 si riconosce 
T impossibilità di spartirlo in due quadrali, perciò esso non é un nu- 
mero primo-composto; e non può nemmeno essere un numero pri- 
mo-semplice, perchè diviso per 4 lascia il residuo 1 ; dunque sarà 
certamente divisibile in fattori. Per eseguirne la decomposizione, se 
sia troppo lungo il processo del §. 58., porremo x’ = « 4 -z’ , c som- 
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mando ad n (che diviso per 40 lascia il residuo 55) i termini delle 
due ultime serie C) ci arresteremo quando giungeremo ad ottenere 
un quadrato x ’ . Cosi nel nostro esempio 


428633 


32 

46 

46 

48 

560 

65 

44 

4 360 

78 

87 

2460 

84 

69 

2960 

89 

59 

3760 

97 

57 

4560 

6 

63 

5360 

4 4 

77 

6460 

22 

0 

455529 

non 

è q. 


428683 


32 

256 

58 

90 

4040 

50 

44 

4840 

58 

0 

434769 

= (368)' 


si trova 565’=n-+-56’ , e perciò n ha i due fattori *±3=419, 507. 
Prolraendo i tentativi lino a 155529 che darebbe all' incirca * = 594, 

64 60 . . ... . ...... 

e z = 10 H — — =164, si e certi di aver trovati tutti i divisori tra 

40 

250 e 558. Non volendo prolungare di più questi tentativi, bisogne- 
rebbe cercare direttamente ($. 58.) i divisori di n minori di 250. — 
Secondo che » diviso per 40 dà uno dei residui 1, 21, 9, 29 op- 
pure uno dei 17, 57, 55, 15 gli si sommeranno rispettivamente le 
tre serie A),ff),C),D) oppure le sole due ultime fra le A), B),C), D). 

42. Questa maniera di risolvere 1’ equazione indeterminata 
a* =*’ + n può servire a trovare i fattori anche dei numeri che di- 
visi per 4 danno il residuo 5. Vogliasi per esempio riconoscere se 
2. 5. 5. 7. 11. 15-1-1=50051 sia un numero primo; si ponga n= — 
50051, perlochè il residuo di » diviso per 40 sarà 9, c quindi gli 
dovremo sommare le tre serie Q. Siccome i primi termini darebbero 
somme negative, così cominceremo le tre colonne di calcolo coi qua- 
drati 180’ = 52400, 184’ = 55856, 176’ = 50976, che in ciascuna se- 
rie sono immediatamente superiori a 50051. 
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— 30031 


65 

— 80031 

— 80084 

82400 

27 

92 

83856 

80976 

2369 



8825 non È q. 

945 

7600 

76 

69 

7760 

7440 

8400 

84 

54 

8560 

8240 

9200 

92 

47 

9860 

46695 

40000 

4 

48 

40460 

9040 

40800 

9 

57 

40960 

9840 

41600 

17 

74 

50625 = (225)' 

40640 

42400 

95 

0 

66800 

4 4 440 

72369 

non 

è q. 

4 4 7425 non è q. 

42240 

43200 

33 

33 

86800 

69825 

4 4000 

41 

74 



4 4800 

49 

94 

204225 noa è q. 

73200 

15600 

57 

84 


143025 


4 39969 non è q. 


Abbiamo arrestala la prima colonna a 129969 che corrisponde a 
z = 400, ed a: circa = 361 ; bisogna adunque assicurarsi direttamente 
che il proposto numero non abbia alcun divisore minore di z — *=39. 
L'unica soluzione dcU’assunta equazione *’=z’ — n è se =225, s=284, 
perciò il proposto numero ha i due soli fattori, z — *=39, z-4-x=309. 

43. Due numeri si dicono primi tra di loro quando niun numero, 
eccettuata l’unità, è divisore di entrambe; e due interi si diranno 
lenza divisar comune quando niun intero, eccettuale le unità, è di- 
visore d’ entrambe. 11 supremo comun divisore di due immaginari! 
si trova facilmente mediante il massimo comun divisore delle seconde 
potenze delle loro grandezze. Tutti gli interi D che sono senza divi- 
sor comune con un dato Q formano alquante serie a doppia entrata, 
per ognuna delle quali si ha D= B -+- Q / , dove / è un intero af- 
fatto arbitrario, e fi è un intero non superiore a Q . — Il nu- 
mero di tutte queste serie è 


(— TV)' 
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essendo Q—Q" Q * decomposto nei suoi differenti fattori 

semplici Q , Q" ... . Quando Q c semplice tal numero è gr'Q — I. 
Le predette serie possono (eccettuati i casi di Q=2fì) 

riunirsi a quattro a quattro in guisa che risultino da una serie mol- 
tiplicata per una delle quattro unità. 

Il numero degli interi semplici inferiori al numero molto grande 
», vale a dire il numero dei punti, che esprimono degli interi sem- 
plici, e che sono compresi dentro il circolo, che ha il centro nell 1 ori- 
gine ed il raggio =n, è approssimatamente espresso da 

s » Su’ 

Log» — 2 c Log» — c 

con Log indicandosi i logaritmi naturali, ed essendo 2 c= 1,08366. 

44. Vogliansi determinare gli interi X Y che soddisfanno all 1 equa- 
zione N F-f- Q X = A 

Posto Y=1X-+-X, si ha (1IY+Q)X + NX,=A , 

e si potrà scegliere / in guisa che I.\-hQ—N, sia inferiore non solo 
ad N , ma anche a ,'V : [/2 . Si continuerà mediante simili sostituzioni 
I,N,+N=X , , ec. ad ottenere le trasformate X,X,+X, X,=A,ec., fin- 
ché si giunga ad una MA f,_, X t =A, nella quale sia /,■ dtf-f- , =0. 
Allora se M , che è divisore di N t _, non lo sia anche di A, sarà im- 
possibile soddisfare alla proposta equazione: che se invece Al sia di- 
visore di A calcoleremo gli interi 

A:M=X,_, , /_, X^, = JT_, . /_A'_ 4- = A'_, 

/, X, + X,= X, JX+X,= Y, 

ed avremo cosi trovati due valori di X e di Y soddisfacenti alla 
data equazione. Le altre soluzioni si avranno aggiungendo ad X ed Y 
i prodotti di uno stesso intero qualsivoglia per X : AI e per — Q : AI . 

11 calcolo potrà disporsi come si vede nel seguente esempio rela- 
tivo alla 

(47-M5\A)»’ — (24 8-h 4 84 \A)4'=2 

I quozienti — l , — /,.... si trovano mediante alcune regole pratiche 
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(j. 53.) più facili da immaginare che da descrivere. D’altronde se pur 
qualche volta non si adoperasse il quoziente più opportuno, ciò non 
farebbe che allungare alcun poco il calcolo. 

Colla cifra 3 del quoziente / di 2184-184 VA diviso per 47-1-1 3VA 
si moltiplica 474-18VA , e sommando con — 218 — 184 VA si ottiene 
17 — 109 VA, a cui si somma anche il prodotto di 47 4- 18 VA per 
l’altra parte 2 VA di I. La somma — 13 — 13 VA diviene il divisore 
di 47 + 13 V'' . Si continua in ugual modo fino ad avere un residuo 
nullo 


/=5-i-a\A 


/,= a —va 


/.=3VA-t-4 


i,=,*+ì\r 


47 H- < 5 VA — 348 — 484VA 
3854- 75VA 


4 7 — 109 VA 
— 304- 94VA 


—48 — 45VA 

474- 

45VA 

— 

36 — 

SO VA 


34 — 

4 5 \A 

— 

454- 

43VA 

6 — 2 VA — 

48 — 

45VA 


«4- 

48VA 

— 

74- 

3VA 


6 — 

SVA 

— *4- VA 

6 — 

3VA 

— 

4 -f- 

4VA 


34- 

3VA 

— 

3 — 


0 0 


54-SVA 
a— \A 
3^4-4 

44-avA 


<*) 


47 4- 4 5 VA 

474-4 5 ^ 

— 4 8— 4 5\A 

6 — SVA 

— <4- V 
0 0 


47 — 

409\A 

34 — 

45VA 

74- 

3 VA 

34- 

2VA 


Facendo a memoria le moltipliche insieme colle somme o colle sotlre 
si può semplificare il precedente dettaglio di calcolo come si vede 
in (B). 

L'ultimo divisore — 1 4-VA per tal guisa ottenuto divide esatta- 
mente il secondo membro 2 della proposta equazione (senza di che 

• 
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essa sarebbe impossibile) e dà il quoziente X,= — 1 — VX , il quale me- 
diante i trovati /. /, I conduce ai cercali valori delle incognite X Y 


A. M= — 4 — V <=>X, 

/.= 4-MvX — I — VX 
8— 8\X 


— “ V 

— •— VX 
/,= 2 — VX 4— 8 VX 

l.x. 

«= 2 — 4 VX = X, 

— 4— 2 VX 

2— 4VX 
/=5-+-2"V — 5— 65VX 

X. + l.X, 

= — 1 — 44 VX = X 

22 — 2VX 

X.-ì-lX 

= 49 — 64 VA = E 


Prendiamo, per altro esempio, a determinare con quanti salti il 
cavallo dello scacchiere possa passare da una casa, o scacco, ad un 
altra che le sia discosta della retta rappresentala dall'immaginario A. 
Ogni salto del cavallo è espresso da (1 ± 2 \X) H ; perciò avremo da 
risolvere l'equazione (I — 2 V) T-|-(l -+-2 V) X = A , la quale ci dà 
X = {ì — V) A , Y = — VA) polendosi inoltre aggiungere ad X 
un qualunque ( — i-t-2 V) L , purché ad Y si aggiunga (I -f-2 VX)/„ . 
Così se A — S + SV sarà 

,r=U — /-2X-H — 6-1-2 l — X) VX = *-+•£ VX 

y = 3 - 4 - 4^— 2 — f- (*^ 8 — f- 2 I X) VX =sy y vX • 

Il mimerò dei salti per passare da una casa all' altra è la somma 
delle grandezze dei x £ y a: essa c minima per X— 2 — 2 VX, 
Y=V, o per X=i, Y—i -f- 3 \X ; cioè in due modi essenzial- 
mente differenti il cavallo può passare in 5 salti da una casa ad un'al- 
tra che ne sia discosta di 8 -+- S VX . 

4». Si dice che due interi sono congruenti rispetto ad un dato 
modulo quando la loro differenza divisa pel modulo non lascia al- 
cun residuo. Le congruenze saranno da noi segnate scrivendo il mo- 
dulo al di sotto del segno d'eguaglianza; oppure mediante il segno =, 
allorché riesca facile intendere qual sia il modulo a cui si riferiscono 
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le congruenze. Così 12 = 


», c 


tt ) TWIV 




a » rispetto 
scritto poco prima. 

La congruenza del primo grado N Y= A non è 


altra cosa che 


I ’ equazione già risolta N 1 -f- Q X= A ; nulladimeno per I’ analogia 
che passa tra questa soluzione, ed altra di cui tratteremo in seguito, 
gioverà mostrare quali semplificazioni si possano portare a tale con- 
gruenza, nella supposizione che non si sapesse eseguire sull' intero A 
alcuna divisione. Decomposti N e Q nei loro fattori semplici, sarà 
facile vedere qual ne sia il supremo comun divisore M, e la proposta 
congruenza non sarà possibile, se non se in quanto A sia divisibile 
per Iti, c perciò sia verificata la congruenza 



0 


Inoltre se prenderemo per L il prodotto di tutti i fattori semplici di 
M, che sono anche divisori di Q\M , saranno Q : M, N:L privi di 
divisore comune, perciò sarà sempre possibile prendere per n * due 
interi che soddisfacciano all' equazione 


N 

T 



Moltiplicando questa equazione per A avremo, a motivo della 
Q N 

H A — () ’ 

c sostituendo nella iV Y = A ci ridurremo alla congruenza 

L Y=UA , 

che è più semplice della proposta ogni qualvolta sia /. inferiore ad 
N , il che sarà sempre tranne nei caso che tutti i fattori semplici di 
N fossero compresi almeno una volta di più in Q . 

Non credo possibile alcuna ulteriore riduzione, finché si supponga 
che A abbia il più generale valore che rende possibile la N Y = A : 
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Q Q 

ma se A sia tale che non solo -jr/4 = 0, ina anche - -y - ,4=0, dove 

V contenga alcuno dei fattori di L , sicché esista un intero L‘ infe- 
riore ad L tale che Q : M3f, L : 11 non abbiano alcun divisore co- 

L Q ... 

munc, si potrà soddisfare alla -jj fi ' — JjJf ^ — i i e poscia si avra 


l r=n n a . 

Q 

Abbiasi per esempio la congruenza 

360 Y =A 
684 

sarà M— 24, £= 8; e la proposta congruenza sarà possibile soltanto 
quando 26 A sia divisibile per 624 ; dopo di che siccome la 
46 n — 26 = 1 dà 11 = 11, cosi avremo &Y=ilA . 

Generalmente parlando non sarà possibile alcuna ulteriore ridu- 
zione di questa congruenza. Ma se il valore di A sia tale che anche 
13 A sia divisibile per 624 sarà M'= 2; allora perchè Q.MM'= 15, 
ed L : L = 8 : L non abbiamo alcun divisore comune basta prendere 
L '= 1 ; sicché soddisfatta la 811' — 15<1>'=1, che dà n' = 5, otterremo 
senza bisogno di alcuna divisione 63 A . Questo è uno dei va- 

lori di y, gli altri si hanno sommandovi un multiplo di Q : M= 26 . 
Cosi se ,4=144 si trova Y= 432, 16, ec. 

46. Le precedenti considerazioni potranno servire a trovare, senza 
eseguire sopra A alcuna divisione, una soluzione della 

MY — A 
Q 

essendo M divisore di Q. Trovala poi una soluzione basta sommarla 



ultime soluzioni sono quelle della M 7’= 0 moltiplicate per Q : M ; 

ed i valori di T sono tutti gli interi. Si considerano come formanti 
una sola soluzione tulli gl’ interi congruenti rispetto al modulo M . 

Sarà opportuno chiamare soluzioni primitive i valori di T, che non 
hanno alcun divisore comune con M ; il numero di tali soluzioni pri- 
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mitive fu dato nel §. 43. Una soluzione primitiva moltiplicata succes- 
sivamente per tutte le soluzioni primitive riproduce le medesime so- 
luzioni primitive. 

Se M=4 + 3V = (Z — V)'\f la MT= 0 ha le venti 

M 

soluzioni primitive espresse da 

(t, l-t-VA, 2, 2 + ^, 3)Q 

disegnandosi con Q. una qualunque delle quattro unità; le altre cinque 
soluzioni non primitive sono 0,(2 — V)il . 

Per altro esempio, se 

A/=5 -4-^=0 +vO(8 — av'-) 
le dodici soluzioni primitive sono 
(t, s-4-V, 

e le quattordici non primitive sono 

o, (t-t-v'-, a-Mvr 

Considerando i soli interi reali, la congruenza 10 ( = 0 ha le 

quattro soluzioni primitive ±(1, 3), e le sei non primitive 0, li, ±(2,4). 

47. Se il modulo Al è semplice tutte le soluzioni della Al T—0 

M 

sono primitive, eccettuata la sola T= 0 : il numero delle primitive è 
perciò gr’ Al — 1 . Pel modulo AI' essendo ,4f semplice si hanno (§.43.) 
gr’* - ' 4/(gr*jW — 1) soluzioni primitive, le quali sono congruenti ri- 
spetto al modulo M con quelle spettanti al modulo Al. Che se Af=Af, M, 
essendo M, Al, senza divisor comune; c sieno S, S, soluzioni primitive 

delle Al, T== 0 , A1,T=0; i prodotti Al, S, Al, S, saranno soluzioni 
M x .V, 

primitive delle AI, T= 0 , Ai, 7'= 0 , ed S = Al, S, + Al, S, sarà una 
M M * 

soluzione primitiva della AI T= 0 . 

M 

Queste conclusioni, di cui per brevità ommelto le facili dimostra- 
zioni, servono a trovare gl’ interi che non hanno alcun divisore co- 
mune con un dato M ; le ho qui indicate a motivo dell' analogia che 
hanno colle regole per trovare le radici primitive delle congruenze. 
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Aggiungiamo un esempio relativo a soli interi reali. Si cercano 
le soluzioni primitive pel modulo 360. Quelle pei moduli semplici 
2, 3, li sono tutti i numeri interi I ; 1 , 2; 1, 2, 3, 4: c perciò pei 
moduli 8; 9 sono 4, 3, li, 7; I, 2, 4, 8, 7, 8. Finalmente pel mo- 
dulo 360 sono le 96 soluzioni 

45 (1, 3, 5, 7)+ 40(1 , 9, 4, 5, 7, 8) -g 79 (1, 9, 8, 4) = 157, 299, 301,13; 

197, 369, 341 , 53; 277 ; 317, 69, 131 , 203. 

Nel primo esempio del §. 46. le soluzioni relative al modulo sem- 
plice 2 — V sono tutti gli interi ; questi sono congruenti ai quattro 
1, t/", 2\A, i -+- V , oppure ai quattro I, — 4, A, — A, che noi rap- 
presentiamo colla lettera il . Aggiungendo a ciascuno di essi il mo- 
dulo 2 — V si hanno le altre soluzioni primitive 3 — \A, 4 — V, 2, 
2 — 2A. Esse sono congruenti rispetto al modulo 4 +-3A colle 3lA, 
i — V , 2, — l+2\A, che deggiono poi moltiplicarsi per ciascuna delle 
quattro unità. 

Nel secondo esempio le soluzioni rispetto al modulo semplice 
3 — 2\A sono (4, 2, l-t-V^jQ, che moltiplicate per 4-+-^ poscia som- 
matovi 3 — 2A danno le soluzioni primitive pel modulo i> -t-VA espresse 
da (4, 2 ±V)Cì. 

48. Se una congruenza 

X’ + 4X'-‘-h ==0 

è soddisfatta da X— R si dice che R ne è una radice: tutti gl’ interi 
congruenti ad R soddisfanno egualmente alla proposta congruenza; 
essi si considerano come formanti una sola radice, vale a dire si 
pone X=R. È palese che sono due cose tra loro necessariamente 

legate, che la congruenza ammetta la radice R, e che il primo membro 
sia divisibile per X — R, cioè possa scriversi (A — R) (A*~'-f-ec.) = 0 . 

Ne viene che quando il modulo P è semplice la congruenza è soddis- 
fatta soltanto da X=R, e dalle radici della A*~'4-ec. = 0; perciò 
il numero delle radici non può superare il grado n. In opposizione 
poi di quanto avviene per le equazioni, le congruenze, anche lenendo 
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conto delle radici immaginarie, ne possono avere un numero minore 
del grado. 

Servano di esempii la congruenza A' + 2 A — 1=0 che ammette 

le radici A = 2, 3, ed è perciò decomponibile in ( A — 2) (A — 3) = 0: 
la congruenza A’-t-SA+2 = 0 che non ammette radici reali bensi 

le due immaginarie A== I ± V : e le congruenze 

A*-M + 2^ = 0 , A' + .Y' + 2I+4 = 0 
7 7 

che sono allatto prive di radici. 

Le stesse cose possono dirsi delle congruenze relative ai numeri 
reali; ma se il modulo sia primo -composto la congruenza potrà avere 
più radici del suo grado quando si considerano anche gl' immagi- 
nari!; cosi la x* — Ax — S = 0 ha le due sole radici x = S . 12 , 

43 

ma la A* — 4 A — 15 ==0 ha inoltre le radici immaginarie A=2±2\/' ; 

ed infatti il primo membro è congruente tanto a (A— 5)(A-t-l) 
quanto a (A — 2 — 2 V) (A— 2 -t-2 V^) . 

49. È facile intendere che sulle congruenze possono farsi quelle 
riduzioni e quelle trasformazioni che si eseguiscono sulle equazioni, e 
che giovano alla loro risoluzione; solamente perchè le formule finali 
possano riuscir utili bisognerà saper eseguire le operazioni aritmeti- 
che, che sono nel calcolo delle congruenze ciò che sono le estrazioni 
di radice nel calcolo delle equazioni: di ciò parleremo in seguito, e 
vedremo come tali operazioni si rendano facilissime mediante tavole 
analoghe a quelle dei logaritmi. È pur palese che nelle congruenze 
che sono a modulo semplice, e che inoltre hanno tante radici quant' è 
il loro grado, i coefficienti sono esprimibili mediante le note funzioni 
simmetriche delle radici. 

50. Il modulo può essere o un numero semplice, od un immagi- 
nario semplice, il quale moltiplicato pel suo conjugato dà un numero 
primo-composto: in questo secondo caso la congruenza può sempre 
ridursi a soli numeri reali. Infatti se il modulo semplice sia P=:p- t-»\A, 
noi potremo determinare i numeri m « in guisa che m»+j/p=t ; 
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dopo di che se la proposta congruenza ammetta la radice X==.x-+-$y , 

questa radice sarà anche 

/f=i + ^ — (p-4-irvA)£ = * — + • 

cioè sarà riducibile ad un numero reale. Ne viene che se sia data la 
congruenza a modulo semplice immaginario X'-}-AX‘~' 4- .... ^ 0 , 

essa potrà esprimersi con 

** 4- A x~ . . . . =<p 4- m VA) / 

dove l’ incognita x indica un numero reale, ed 1 è un intero qualun- 
que: moltiplicando per p — rV si ha 

(P — * tV) *’-+-(p — i r\/')4x'-'-\ => (p*— t-ir*) / 

la quale si separerà in due 

px’+fx'-' =(p' -)-•*■)• , tt *• -f- j =(p‘-4- ir *)/, 

che necessariamente dovranno insieme accordarsi, e daranno quindi 
per determinare x una congruenza fra soli numeri reali della forma 

z , + ax‘-' + ===== 0 , 

P'-t-ir’ 

dove il modulo p' - t- t' è un numero primo == 1 . 

Vogliasi per esempio risolvere la congruenza 

JT’-I- S A!* + (I -4-v^) A-h 1 — V ===== 0 . 

Si supponga che X sia un numero reale; la congruenza moltiplicata 
per 2 — si decompone nelle due 

2i* -4-4i--|-3x-t-l = 0 , **-4-3*’ — x -+- 3= 0 

6 5 

clic necessariamente sono identiche. Ponendovi x = l si riconosce 
che questa ne è una radice; divisa la congruenza per x — 1 si ha 
x' + 3* + 2 = 0 ossia (x — I)* = 4, che dà x = 3,4. Queste ra- 

5 

dici 1, 3, 4 appartengono anche alla proposta congruenza: col mo- 
dulo 2 -+- possono ridursi alle loro congruenti 1 , V , 1-t- . 

Nel caso che il modulo sia un numero primo -semplice non credo 
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che possa effettuarsi una simile riduzione dal calcolo degli immagi- 
narli a quello dei soli numeri reali. 

iti. Prima di trattare della risoluzione delle congruenze, espor- 
remo alcune proprietà delle più semplici 



il modulo P è o un numero primo- semplice 5, 7, il, ec., od un in- 
tero semplice i ± 2 V" , 3 ± 2 V , 1 ± 4 V , ec. , la cui grandezza ha la 
seconda potenza eguale ad un numero primo-composto 3, 13, 17, ec. 
Supporremo sempre che sia </ = gr’ P — 1, vale a dire nei casi pre- 
detti q — 8, 48, 120 4, 12, 16, ... . 

La congruenza X* == 1 

non ha la radice X=0 ; tutti gli altri interi non congruenti rispetto 
al modulo P sono appunto ($. 43.) in numero q , dico che essi tutti 
sono radici della congruenza X’ = 1 , vale a dire che essa ha il mas- 
simo possibile numero di radici tutte disuguali. Infatti se / sia un in- 
tero qualunque non congruente collo zero (s’ intenda sempre rispetto 
al modulo P) ed A sia un altro di questi interi non = 0 , ve ne sarà 
(5- 44.) sempre un altro B tale che A B = l ; perciò tutti i suddetti q 

interi si distribuiscono in — paia che danno il prodotto = /, oppure 

in — — 1 paia, gli altri due interi corrispondendo a se medesimi; 

e ciò secondo che la congruenza A' =/ è priva di radici , o ne ha 
due A , P — A (nel primo caso si dice che I è non-residuo quadra- 
tico, nel secondo che 1 è residuo quadratico). Il prodotto di lutti i q 

interi (non escluso /) è nel primo caso = /* , nel secondo 
==/*~ A(P — A)=z — l~ ; 

in ambedue i casi la seconda potenza di (al prodotto c =/*. Ora se 
per I si prenda una qualunque delle quattro unità si ha P — i (giacché 
q è divisibile per 4); dunque la suddetta seconda potenza del pro- 
to 
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dotto, c perciò anche /• è costantemente = 1 ; vale a dire: la X* = 1 
ha per radici i q interi non congruenti al modulo semplice P. 

32, Dimostrato che la X’ — 1=0 ha q radici, la teoria delie 

funzioni simmetriche (§. 16. 49.) mostra che il loro prodotto è sempre 
= — 1 ; la loro somma, e le somme dei prodotti di tali radici prese 
a 2 a 2 , a 5 a 3 ... . a q — I a q — 1, sono tutte = 0 . Decompo- 
nendo la congruenza nelle due 

X^ -f-1 = 0 , X^ — 1=0 

ognuna di esse ha q : 2 radici disuguali ; quelle della prima sono i 
non-residui quadratici, quelle della seconda i residui quadratici; il 
prodotto dei primi è = 1 , quello dei residui è = — 1 ; le loro 
somme sono separatamente =0, ec. 

Quando P=p è numero primo-semplice sono residui quadratici 
le quattro unità; cosi per p — 3 esse sole sono i quattro residui, ed 
i quattro non residui sono (1 4 - \A) Q : (indicando al solilo con fi una 
qualunque delle quattro unità); e per p=7 sono residui 

(I, 2, 3, 14-^, 24-2\A, 34-3VA)« 
sono non-residui 

(2± V'' , , 3±2\A) fi . 

Quando P è immaginario semplice, - è dispari, perciò le due unità 

4 

± sono non-residui; cosi per P = 5-\~'IV si hanno i sei residui 
± (1 , 2 V/" , 1 — V), ed i sei non-residui ±(^, 2 , 14 -^). 

33. Se m è un divisore di q , osservando che 

A’ — 4 = (A’“— I ) (A*— 4 - A* — 4 - . . ) =0 

si vede ($. 48.) che la X” — 1=0 ammette m radici , vale a dire 
tra i q interi ve ne sono m che danno I' unità elevandoli soltanto alla 
potenza . Sia G un intero che non renda G’=\ , e sia m=q 
essendo q, uno dei numeri primi divisori di q ; posto G® ? *=//, , 


Digitized by Google 



DEL PROF. G. BELLA V1TIS 


75 


dove q‘ c la massima potenza di q, compresa in q , sarà II, una ra- 
dice della X q ‘ = 1 , c niuna potenza di II, inferiore a </” sarà con- 
gruente ad I ; in tal caso si dice che II, è una radice primitiva della 

congruenza X ? " = i . Cosi pure per lo stesso modulo P avremo le ra- 
dici primitive H, H relative agli esponenti qf q\ essendo 

q — q‘ qf q ’,. . . . Ora il prodotto fi, II, II, ... . sarà una radice primi- 
tiva relativa al massimo esponente q ; poiché se qualche potenza di 
II, fosse = 1,1’ esponente o sarebbe o potrebbe ridursi di- 

visore di q ; ma se tal esponente sia per esempio m = q:q ,, si ha 

//" = !, H"=\ , ed li" non è = 1 , perche r/* non può esser 

divisore di m. 

34. Sia R una radice primitiva della 

X*=l 

p 

la quale si dirà radice primitiva rispetto al modulo P; le potenze /{, 

IP , li' , IP = 1 saranno tutti interi differenti . Perciò ogni intero 

X è congruente ad una qualche potenza dell’ assunta radice primitiva; 
sicché posto X=-R' potremo dire che il numero intero y è il lo- 
garitmo dell’intero X, essendo R la base di questa sorta di logari- 
tmi; sempre già s’intende rispetto al modulo P. (La parola modulo 
ha qui significato affatto differente da quello che prende nella teoria 
dei logaritmi). 

Questa relazione X = R* mostra la stretta relazione che passa 

tra le congruenze X* =1 , X" == I , oc. e le congruenze tra soli 

numeri qy = 0 , my—O , ec. delle quali implicitamente abbiamo 

trattato nei §. 43. 46. 47. Cosi vedremo che il numero delle radici 
primitive della X“ = l , ossia delle soluzioni primitive della raj = 0 

è m ( 4 -Ì)(‘~Ì) • 

essendo m, m, . . . . tutti i numeri primi differenti che sono divisori 
di m . 
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Se y , , y, .... sono soluzioni primitive delle 

?:y=o, qiy=o,....; y=y,+y,+ 

9 « 

è soluzione primitiva della q y — O . Prendendo a caso il numero g, 

e ponendo h, = ~g avremo la probabilità I — — che h, sia una 

soluzione primitiva della q‘y—0, il che sarà per certo se ne h, 

nè q*~' h, sia — 0 . Operando in simil guisa si otterrà una radice 
1 

primitiva della X’ ==i , molto più presto di quello che se si andas- 
sero escludendo successivamente tutti gli interi che sono congruenti a 
qualche potenza 2.*, 5.*, ec. Trovata una radice primitiva, tutte le al- 
tre si hanno elevandola alle potenze i cui esponenti y sono soluzioni 
primitive della q y — 0 , cioè sono numeri primi con q . Inoltre le 

radici primitive della X* = 1 possono ottenersi tutte dai prodotti di 

quelle delle X*‘ = 1 , X 1 = t , cc. 

Esempii. Per trovare le radici primitive della 



cerchiamo da prima quelle delle 

x:*=i, x;=i . 

Presa ad arbitrio G — 2 veggo che //, = G’ = 1 non può essere ra- 
dice primitiva della prima; invece //, = G" = 2 è radice della secon- 
da, e non ne può essere che primitiva perchè l'esponente 3 è nu- 
mero primo. (Questa radice primitiva si sarebbe già trovata acciden- 
talmente osservando che G' = 1 ) . Qualunque altro numero reale g si 
prendesse per G non si potrebbe mai avere in II, = G' una radice 
primitiva della X‘,‘ = 1 , perchè è sempre g' = i. — Prendiamo in- 
vece G = i- f-t^, il che dà //, = G' = — 2-(-2V^, ma siccome 
H] = — V , H = — 1 , H‘ = i, così non abbiamo una radice 
primitiva (vale a dire ci siamo imbattuti in un intero t+t^ il cui lo- 
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garitmo è pari). Essendo opportuno preferire gl’ interi semplici pren- 
diamo dunque G = 2+V , che dà 

H,=G'= 2-4-4^. lf,=ì + ìV' , //}= — v* - , //;=— » , 

dunque X, = 2 -t- 4 V è una radice primitiva della X;* = 1 . Basterà 
elevarla alle potenze 3.*, 3.*, 7.*, 9.', li.*, 13.*, 13.* per avere le al- 
tre, le quali si possono tulle esprimere con (3 ±2^)0; indican- 
dosi sempre con fi una qualunque delle quattro unità. Moltiplicando 
fra loro le radici primitive delle X|‘ , Xj = l (queste ultime 
sono X, = 2 , 4 ) avremo quelle della X" = 1 espresse da 
(8 + 2^,8 — 3\n(3, 4)n==(_l — 3V*-,— 1 2 + ^, — 2 — 

oppure da 

(2±\A. s±V)n- 

83. Ci può servire da esempio anche la ricerca delle radici pri- 
mitive della congruenza fra numeri reali 

x 1,1 = 1 ; 

127 ’ 

tanto più che noi mostreremo che se ne possono poi dedurre con 
tutta facilità quelle della 

X‘”' M =1. 

1 27 

Cercheremo da prima le radici primitive delle 



Alla prima spetta la radice primitiva x, = — 1 . Per le altre due si 
prenda ad arbitrio y = 2, c siccome A, ”2“ = 4, così nulla ab- 
biamo trovato per la seconda congruenza; invece per la terza si ha 
A, = 2“ = 16 , e questa ne è una radice, che non può essere se non 
se primitiva, perchè l’esponente 7 c numero primo. Facciasi un se- 
condo tentativo di </ — 3 , ed essendo A, ss 3" = 22 , e h\ = — 20 
(cioè non = t ) sarà 22 una radice primitiva della seconda congruen- 
za; le altre cinque si avranno elevando 22 alle potenze di esponente 
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primo con 9. Le radici primitive delia proposta risulteranno dai pro- 
dotti 


( — I) (22, — 24, — 59,-28, 87, 52) (16, 2, 82, 4, 64, 8) , 

che possono calcolarsi moltiplicando i sci primi numeri successiva- 
mente per 2, 4, 8 

— 4 4, 48, — 9, 66, 58, 23 ; 89, — 84, — 4 8, — 4 5, — 24, 46 

— 49, — 62, — 86, — 30, — 42, — 35 ; 29, 8, 55, — 60, 48, 57 

58, 6, — 47, 7, — 44, — 43 ; — 4 4, 42, — 34, 44, 45, — 26 

86. Quando il modulo è immaginario, come nella congruenza 
X‘° ===== 1 abbiamo già detto (§. 50.) clic essa può cangiarsi in 

una congruenza relativa a soli numeri reali, cioè nella 35“= I , le 

cui radici primitive saranno i prodotti di quelle delle xj = 1 , r|=l. 
Prendendo g == 2 si ha A, = 2‘ = — 9 , che non è radice primitiva 
della prima, perchè Ajss — 1 , A| =t ; bensi A, = 2’ = 10 è 
necessariamente radice primitiva della l . Un secondo tentativo 
3=5 ci darà A, = 3' = — 3 radice primitiva della x' = I . 
Viene da ciò che le radici primitive della proposta congruenza sono 

(— 3, 4 4, 8, — 4 4) (IO, 4 8, 4 6, — 4) =±(4 4, — 43, — 7, 1 2 ; I 7, 6, 4 9, — 46) 

Se non che col modulo 8 -t- 4 V queste radici primitive possono ri- 
dursi ad interi inferiori ai precedenti cioè a 


(2 ±V/" . 3±\A) n 


che sono (§. 34.) quelle stesse spettanti al modulo 7. 

Se g non è divisibile per 8 le radici primitive non sono più a 
quattro a quattro di ugual grandezza. Cosi la X" ====== 1 ha le 


radici primitive 


± (4 — V , 2 , 2 ±VA, a - 1 - a VA , 1 + 8 V). 


Esse si trovano considerando preventivamente le X| = 1 , X; = 1 ; 
scelto a caso G = 2 si ha H, = G’ ~=ì 2 , che è radice primitiva 
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della prima; mentre H, = G' — 16 lo è della seconda. 11 loro pro- 
dotto 192=18== I — V è una radice primitiva della pro- 

29 a-t-av/- 

posta; elevandola alle potenze 3.*, 3.*, 9.*, 11.*, 13.*, 13.*, 17.*, 19.*, 
23.*, 23.*, 27.* si hanno le altre radici primitive 

— 2— SV'-, — 4 -f- 4 VA = — 2 — \Z", 8-MV^= — a - 4vA=2 — VA , 

— 2 — 4\A = 4 -t-3\A , ec. 

37. Giacché le congruenze a modulo semplice immaginario si ri- 
ducono a congruenze fra interi tutti reali, occupiamoci piuttosto delle 
congruenze il cui modulo s sia un numero primo- semplice (dicemmo 

al J. 37. che s = 5 = — 1), in tal caso sarà (J. 31.) q = ss — 1 (per- 
4 

ciò o = 0). 

1 8 

Abbiamo già dimostrato che la congruenza 

X"-' = l 
8 

ammette per radici tutti gli ss — 1 interi tra loro differenti c non 
congruenti ad s, e che il prodotto di tutti questi interi è = — 1 . E- 
gualmentc si dimostra che la congruenza a numeri reali 



ammette per radici gli s — 1 numeri inferiori ad s (teorema del Fer- 
mai), e che il prodotto di questi è = — 1 (teorema del Wilson). 

Essendo ss — l=(j — 1) (.<-+- 1) , e la Y’~' = 1 non potendo avere 
(j. 48.) altre radici oltre gli s — 1 numeri reali, ne viene che qualun- 
que sia 1’ intero X sarà X' +l =y, dove il secondo membro indica 
un numero reale; cerchiamone la grandezza. Si ha 

gr(X' +, ) = (grX) ,+, =<gr*Xf r ; 

d’ altronde è noto (§. 31.) che qualunque sia il numero reale gr'X si 

ha (gr 1 X)~ — ± 1 , 

secondo che gr' X è residuo o non residuo quadratico ; 
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perciò gr(X’ + ')s±gr' X, e quindi avremo y = ±gr' X, 

qui rimane indeterminato qual segno debba prendersi, ma io trovo che 
vale sempre il superiore. Notando clic gr'X=X.cjX, dove cjX 
indica il conjugato di X, si ha dunque 

X'*‘ — gr* X cj X , e X-=cjX ; 

< 

vale a dire 

(x-t-ÌVO" 1 " VY=sx— tV ■ 

Da ciò si vede esser facilissima la risoluzione della particolare 
congruenza 

X‘ = A 
» 

poiché X = cj ./ ne è la radice, la quale è compresa a volte nell'e- 
quazione, essendo evidente che X’ — A^{X — cj A)' , poiché nello 
sviluppo del secondo membro tutti i termini sono = 0 , eccettuati i 

due estremi X‘, e (cj A)‘ = A. Cosi per esempio la X’ = 3 4 - \A ha 

tutte le sette radici tra loro uguali e =3 — V . 

Mediante tentativi potremo anche trovare le s 4- 1 radici della 

X -+'=6 ; 

S 

Infatti essendo X‘ = cj X, sarà X‘ +l =X. cj X , e perciò o col metodo 
del 5- 39- risolveremo le x' 4- ^* = (6, b 4- a , 6 4-2 a , .... 64-4 
oppure ponendo j-=(0, 1 , ”-=!■) sceglieremo quei valori che ren- 

dono b — f* residuo quadratico, il clic facilmente si riconosce usando 
la nota legge di reciprocità. 

Debbasi per esempio risolvere la 

X'=— 6 — AV : 

33 

io comincio ad elevarla alla terza potenza ed ho 



Se il secondo membro risultasse immaginario ambedue le congruenze 
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sarebbero prive di radici. Ora 5 non è separabile in due quadrali, 
e nemmeno lo sono (5- 39.) 

3-t- 92 = 8.19, 3 — f- 1 15 = 2.59 , 3 + 138 = 8.47 , 3 + 207 = 8.7.10 ; 
al contrario si ha 

. 8+ 23 = 35+ 4 , 3+ 46= 49 + 0 , 3 + 69 = 86 + 36 , 

8 + 461 =400 + 64 , 8 + 280 = 469 + 64, 3 + 253 = 266 + 0 ; 
cosi le 24 radici della seconda congruenza sono 

A'=(5±\A , 7, 6 + 6^, 10±8VA)^; 
c Ira queste sceglieremo le otto 

jr=(5 + v^, io — 8vA>n . 

che appartengono alla proposta congruenza. 

La congruenza X'~‘ = C non è possibile se non se quando 

grC=l , cioè C = fi . 

38. La risoluzione delle congruenze binomie sarebbe facilissima 
se per ciascun modulo si fosse costruita la tavola dei logaritmi ($. 34.). 
Tel modulo 7 prendendo per base dei logaritmi la radice primitiva 
fi = 1 — 2 si ha 

2 = log< 1 — 2\A )* = log(— 3 — 4y/-)=lag( — 3 + 3\T), 

3 = log(4— »V)(— 3 + 8VA) = log(3 + 2VA), 4 = log(4 — 2\A) (3 + 2 VM = 

= log(3VA), 5 = log(— 4+8vn 48 =log(l ) . 

Questi logaritmi si veggono distribuiti nell' unita figura, dove 0 è l' ori- 
gine dogli interi, ed i numeri 2 , 13, cc. sono posti ne) luogo dei 

punti fi, , fi,, rappresentati dagli immaginarli fl*= — 3+3 v^, 

fi" = — 2 + 3 V , ec. 


2 

45 

5* 

4 

14 * 

33 

38 

45 

42 

95 * 

44 

7* 

SO 

2 

23 * 

19* 

10 

42 

46 

13 * 

41 

46 

8 

24 

0 

48 

39 

40 

47 * 

37 * 

93 

36 

34 

43 * 

47 

27 

6 

31 * 

20 

4 * 

18 

91 

44 

5 

85 * 

98 

29 * 

39 

26 
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Questa figura mostra ex. gr. che log 2 = 52, log .(t -t-V'") = 46 
log (I -f- 2 V^) = 7 , log ( — 3 — 3vO =14, ec. Invece di calcolare 
le varie potenze di /?= 1 — 2 V si possono costruire i punti che esse 
rappresentano, osservando- che per esempio (segnando i punti col 
mezzo dei numeri) si ha 

04 8 : oT £, oTs : 01 3 A, (JTo : 0 1 4 , ec 

sicché i triangoli 0.48.1, 0.12.13, ec. sono simili-dritti: 

quando alcuno dei punti che si ottengono con questa costruzione ca- 
dono fuori del quadrato della figura, essi vi si riconducono mediante 
il modulo 7 moltiplicato per un qualunque intero; cosi 

048 : o7 dM o7 :'02 

darebbe = — 3 — AV e sommandovi 7 V si ha R'= — S-t-SV^". 
Gli asterischi indicano i logaritmi che non hanno alcun divisore co- 
mune con 48, c che perciò appartengono alle radici primitive. 

39. Se il modulo sia *=23, la tavola compiuta comprenderebbe 528 
logaritmi, ma vi si potrà abbastanza supplire con una tavola molto più 
piccola. La x" = 1 ha la radice primitiva 5; c la A" = 3 ha (§. 37.) 

la radice A = 1 -f- 2 V . Per assicurarsi se questa sia una radice pri- 
mitiva rispetto al modulo 23, basterà riconoscere che 

( 1 4- 2 i' 1 * =6‘(4 -|-2VA) , =— 6(2 — 9v^)=44 -+-»V non è =t ; 


giacché si è certi che non può essere né ( 1 — t— 2 \A)’“ = t , nè 
(1 4-2 !/")“= 1 , non polendo essere nè 3" = 1, nè 3* = 1. 

Presa questa radice primitiva fl = 1 4 - 2 VA per base dei logaritmi 
avremo log 3 = 24, e facendo le potenze del 3 formeremo una prima 
tavola dei numeri, i cui logaritmi sono = 24 m . Inoltre dividendo 
(1 42tA)" = f — 2!/" (§. 57.) per 1-1- 2 V avremo 


(l+SV'T'H 


1 — — 3 — i\f 


4 4-a\A 


= 4— 10\A , 


e formeremo una seconda tavola degli interi i cui logaritmi sono =22 ». 
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Ne aggiungeremo una terza i cui logaritmi sicno 22 n 4- 1 ; se questa 
mancasse basterebbe moltiplicare gli interi della seconda per la base 
i -4- 2 V . Gli interi della prima tavola hanno l' inclinazione nulla, e 
quelli della seconda hanno il quadrato della grandezza = 1 . 


m 

Numeri 

Logar. 

n 


Interi 

Logar. 

Interi 

Logar. 

4 

& 

24 

i 

4 



10 

22 

1 — 2 VA 

23 

2 

a 

46 

2 

8 

— 

li \r 

44 

7-1-5VA 

45 

a 

10 

73 

3 - 

- 9 

— 

9 V 

66 

9 — 4 VA 

67 

4 

4 

96 

4 - 

- 41 

+ 

8 y 

88 

— 4 4- 9 VA 

89 

5 

— 3 

120 

6 - 

- 10 

+ 

4 V 

110 

54- 7VA 

14 1 

• 

8 

1 44 

6 



V 

432 

— 2 4 - vA 

133 

7 

— 6 

168 

7 

10 

+ 

4 V 

154 

2 4 - VA 

155 

8 

— 7 

492 

8 

44 

- 1 - 

8 V 

176 

— 5 4- 7 VA 

177 

• 

44 

216 

9 

9 

— 

9 ^ 

198 

4 4- 9 VA 

199 

<0 

9 

240 

10 - 

- 8 

— 

il V 

320 

— 9 — 4 VA 

221 

4 4 

— 4 

264 

11 - 

- 4 

— 

10 yA 

242 

— 7 4- 5 VA 

243 




12 - 

- 4 



264 

— 1 — 2 VA 

265 


Formate queste tavole se si voglia Finterò X che corrisponde al 

dato logaritmo /, si troveranno facilmente i logaritmi della tavola che 

danno la somma /, ed X sarà il prodotto dei corrispondenti interi: a 

tale scopo sia i la metà, o Finterò immediatamente inferiore alla metà 

di l, e sia m — i , n — — » sarà f = 24 m -t- 22 n coll* aggiunta 
23 2-) 

di t pel caso che l sia dispari . Per esempio se l — 201 sarà 

100= 12 = m , —100 = 20 = », f=24.f2 + 22.20 + l , 

22 24 528 

e l’intero corrispondente si otterrà moltiplicando i numeri della pri- 
ma e della terza tavola corrispondenti ad m = 1 2 ed n n = 20 , e 

perciò sarà X = — {$(8 — 7 VA) = — 2 — 1 1 VA . 

Viceversa se si voglia il logaritmo di un dato intero X cercheremo 
nella prima tavola il valore di m corrispondente a gr* X , e divide- 
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remo X pel numero corrispondente ad m : 2 , od a (m — I) : 2 ; il 
quoziente sarà compreso, se ro è pari, nella seconda tavola, e, se m 
è dispari, nella terza: il logaritmo di X risulterà poi dalla somma 
dei suoi fattori. Cosi se A=2-f- li , a gr* ,Y = 4 0 corrisponde 

in=5, ed X diviso pel numero 5 corrispondente ad m=(3 — 4):2=4 
dà X= » (li — TV); dunque log X= 24 -+- 177 + 264 = 46». 

60. Occupiamoci adesso della risoluzione delle congruenze bino- 
mio, e rammentando la stretta relazione che i logaritmi (§. 54.) sta- 
biliscono fra tali congruenze c quelle del 4.° grado, applichiamo a quella 
risoluzione il metodo esposto nei §. 45 c 4G. 

Tutte le congruenze del 2.“ grado si riducono facilmente (§. 28. 49.) 
alla forma binomia 

A * — A 
I‘ 

e siccome (il modulo P essendo al solilo semplice), posto g=gr' P — 1, 
qualunque sia X è sempre (§. 54.) A* = 4 , cosi la proposta con- 
gruenza avrà radici soltanto se sia soddisfatta la condizione 

A"'=4 ; 

in tal caso si dice che A è residuo quadratico; la legge di recipro- 
cità ci darà in seguito (§. 68.) un mezzo facile per conoscere se tal 
condizione sia soddisfatta. 

Ora se m sia una potenza del 2 tale che q : 2 m = v sia dispari; 
si potrà soddisfare alla 2 t — »®= 4 ponendo t = (r -t- 4):2 , <p = 4 , 

e sarà A = A' w ~’ 

quindi X ' = B A" 

avendo supposto A~’ = B , il che dà B~ — 4 : 
e se si possa determinare H in guisa che 

H' — lì sarà finalmente X = ± tì A' . 

Per determinare II abbiamo //'”= I , che ha tutte le radici espresse 
da //=(!’; se prendendo a caso il valore di G risulti G"== B , op- 
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pure invece G K ’ = B , o G‘’ = B , cc. , se ne dedurrà tosto il valore 
di //; altrimenti ripetendo i tentativi si troverà (§. 84.) una radice 
primitiva della //'■=!, ed una delle sue potenze 2.', 4.*, 6.*, ec. 
sarà = B . 

Se per esempio, il modulo sia P—\\ sarà q = 120 , 2m = 8, 
r = 43, t = 8, c posto A~" = B , la congruenza X' = A ammet- 
terà radici solamente quando B‘ = 1 , perciò lì dovrà avere uno dei 
quattro valori i , — 4 , V , — V ; pei due primi si vede subito 
clic fel, V ; in quanto ai due ultimi noi dovremo calcolare //=G"; 
ora preso ad arbitrio 6=4+1/' si ha // = — 4+41/", H' = V , 
onde — 4 + 41/" è una radice primitiva della = 4 . 

Pertanto secondo che sarà 


4- 5 ==(4,— l,v, — V) sarà X=±(i , \f, 4 — 4 4 + 4 \A)A‘ 

Per esempio se 


si ha 
onde 


X' = 5 -j- \p 
1 1 


4* = — 8 + 6\r, A" = — 5 + 81/", A' s = — , 


X=±(i — 4 VA) (4 — a\z-) = + <a-+-2v^) 

Serva di secondo esempio la risoluzione della Y* == 4 , la quale 
liberata dal fattore Y — 4, e postovi Y = (X — 4): 2 diventa 
X'~ — 3 , perciò /? = ( — 3)" = — 4 , 
onde ^r = ±\A( — 3)‘ = ±3V^ e finalmente Y=S^SV . 

Se il modulo sia / > =3+ 21/, sarà ^ = 28, 2m = 4, 


► = 7 , t = 4 , c posto A~'= 


-a\A 


B , la congruenza 


X' 


5+ Si'' 


A 


ammetterà radici solamente quando sia 2?’ = 4 , c senza bisogno 
di alcun tentativo avremo sempre risolta la congruenza, poiché se- 
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condo che A ’=(!, — 1) , sarà X = ±(\,V) A' . 

Per esempio se 

A — —i - 4- 2 VA siila A'=i , ed X = ±A'=±( 3 — \T). 

Se il modulo sia P= 9 - 4 - 4 \A , sarà ^ = 96, 2 m = 32, 


, = S 


t = 2 


e posto A~ 


■ iV 


li , la congruenza X' = A 


ammetterà radici solamente quando sia B“~ I . Ora una radice pri- 
mitiva della II" = I è la = — 2 - 4 - 21 ^, e col suo 

mezzo si ottiene la seguente corrispondenza tra i valori di li e quelli di 
Il (si aggiungono per maggior comodo anche i valori di 1 :/? = .■/*). 


// ==— 2-t-2\A, — 4-f- V, 2 — \A> 2— 8v", — 3— 3v^> 3— 4VA, — 3+ \T, \f, ec. 

H =—4-+- \f, 3— 3\A,3— 4\A, —I — *V, 3-1-2^, 4+3V", — <> “ 

A’=— 4— 8^,— 3— 3\f, 4-+-4\A, — V, -3-4- 4\A, — 3-4-31/-, 4— V, — I, cc. 


poscia avremo X^±H A'. 

Cosi la X' = 4-t-V non ammette radici, perchè t4-4-VA)* = — 3+vA 
non è compreso tra i precedenti valori di A'. Invece la A =3+^. 
essendo (3 + \A) S == — 1 — 4 V , dà As±(l+2V)(3+\C)’s + S. 

6 t. Talvolta il calcolo degli immaginarli potrà giovare a risolvere 
le congruenze relative a soli numeri interi, il cui modulo è primo- 
composto. Cosi per esempio proposta la ac’ =62, noi vi sostituiremo 

la X’ == 62 : ora 62‘= — t , quindi li = — i,/f=\A, e 

9 -J- 4 VA' 1 

.Y = ±VA(62)’=5±6I VA==F(3 + 3V/-) ; 

mediante il modulo 9 + 4VA questo valore di X si riduce reale giac- 
ché 3 - 4 - 3 16, perciò finalmente abbiamo trovato 

9-4-4\A r 

x= + 16 . 

97 ~ 

Questo metodo di soluzione diretta non mancherà mai di condurre 
allo scopo quando il modulo diminuito dell’unità non sia divisibile 
per 8 , e quindi vaierà senza eccezione pei moduli primi-composli 3, 
13, 29, 37, 33, 61, 101, ec. 
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Viceversa le congruenze a modulo semplice immaginario si pos- 
sono cangiare (5- ISO.) in altre fra numeri reali; cosi la 

X' - — 4-l-5\A moltiplicata per 9 — 4\A dà 

(9 — 4V)x' <*= — 24 -H 43 , ossia x’=62. 

Per risolvere la x'~a si può operare analogamente al §. 60. chia- 

mando 2m la massima potenza del 2 per la quale è q—p — 1=2 me, 
ponendo a~‘=b , c risolvendo h' = b mediante una radice primi- 
tiva della k' m = 1 ; dopo di che sarà x = ±ha T , essendo 

t = (» + 1):2. 

Si vede per conseguenza che quando il modulo è primo -semplice la 
congruenza è sempre risolubile direttamente senza alcun tentativo; poi- 
ché allora è (§. 37.) m = i , r = (p-t- J ) : 4 , ed x = ±a ’ . Nel 
caso che il modulo sia p = 97 sarà 2 m = 32 . Le radici della 
/i”=l si avranno ponendo h = g' ; se g = 2, o </ = 5 non 

si ha radice primitiva, bcnsi la si ha ponendo g — i$ , h = ÌS’= 28 , 
e cosi si forma la seguente tavoletta di corrispondenza fra h. b = h‘, 
ed o* = 1 : b 


h = 

88. 

», 

30, — 33, — 51, 87, — 90, 

88, 

84,- 

-18,-19, 

50 

b == 

8, - 

-ss. 

27, 22, — 18,60, 12, — 

1, - 

- 8, 

38,-27, 

— 23 

a 1 == — 

18,- 

-so, 

18, — 22,-87,38, — 8, — 

1, 

18, 

60, — 18, 

22 

h ==. 

48, 

<8, 

45, — 1, 





b = 

18,- 

-50, — 

-18, 1, 





a* = 

87, - 

-38, 

8, 1. 





poscia 

sarà 

X = 

±ha' . Per esempio se 

a = 

62, 

si ha 




o‘ = - 

- 1 , A = 22 , x = ± 22 

.61 

= ^ 

16 . 



62. Le congruenze del 2.° grado fra numeri reali possono risol- 
versi più speditamente scrivendole sotto 1’ aspetto di equazioni a due 
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incognite; così la precedente x’==62 si scriverà x*— 62==97y ; 

per y si dovrebbero tentare tutti i numeri inferiori a 97:4, ma i 
tentativi possono ridursi a pochissimi osservando che per x=0, 1, 2, 

13 si ha x' — 62==2, 3,6,11, dal che risulta y =2, 5, 6, il , 

cioè y = 2,3, 6, H, 18, 19,22 . Inoltre osservando che x ‘ — 62 == 8, 

9, 2, 7, 4, 3 escluderemo dai predetti valori di y quelli che non sod- 
disfanno alla condizione y = 4, 7, 6, 1 , 2, 9 . Similmente abbiamo la 

condizione y = 4, 8, 2, 3 (e se occorresse anche le y = 3, 7, iO, 1,2, 

y==6, 3, 2, 4). Così ci riduciamo ai tre soli tentativi y =2, 11, 22, 

il primo dei quali dà x = ±16 . 

63. Per le congruenze binomie di grado superiore (sempre a mo- 
dulo semplice) continueremo ad imitare la soluzione delle congruenze 
del 1.* grado date nei $. 43. 46, c come allora abbiamo insegnato a 
risolvere la ny~a senza eseguire sopra a alcuna divisione, cosi ora 

cercheremo di risolvere la 

X’=,A 

l> 

senza eseguire sopra A alcuna estrazione di radice, ma soltanto delle 
elevazioni a potenza. Se in è il massimo coinun divisore di n e di 
q — gr’ P — 1 , è condizione necessaria per la possibilità della pro- 
posta equazione che ^ ,: "== 1 . Ora sia l il prodotto di tutti i fat- 
tori semplici di m , che sono divisori anche di q : in , saranno q : m , 
n : l due numeri tra loro primi , e si potranno determinare i numeri 
r <p in guisa che 

* V .... 7 *— 1 » -, » 

— * <P = i , sicché sara A~A‘ * =4' 

I m 

e sostituendo nella proposta congruenza essa si ridurrà alla forma più 

semplice X‘=~A W . 

r p 
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Questa riduzione della X'~ A vale qualunque sia A , purché sod- 
disfaccia alla condizione A ,:m = 1 , senza la quale la proposta con- 
gruenza è impossibile; che se il valore di A sia tale da rendere 
^*=■"' = 1, essendo m‘ un numero che contenga alcuno dei fattori 
di l , noi potremo procedere ad una ulteriore riduzione, poiché se V 
è il più piccolo numero che rende 1:1' primo con q : rnm’ , potre- 
mo risolvere la —r ^—<p'=:l , c come sopra la congruenza 

si abbasserà alla X? = A* . Trovalo un valore di A, tutti gli altri 

si avranno moltiplicandolo per le radici della , di cui abbiamo 

anteriormente trattato. 

«4. Proposta la X‘== A’ , la quale non possa ulteriormente ri- 
dursi, finché A rimane arbitrario; e supposto che sia soddisfatta la 

condizione A ,:m =1 , essendo m un divisore di q e multiplo di l ; 

noi prenderemo per m il minimo numero che rende q : mm' = r' pri- 
mo con l, c risolta la Ir — r'ip— 1 avremo X'~A UV B, es- 
sendo B— A~"' *’ , c posto II'^B sarà Xhj HA™'] perciò 
la questione è ridotta alla risoluzione della tf^-B . Siccome B“ ~ I , 
così se avremo una radice primitiva della = l potremo formare 
una tavola di relazione tra H c B, mediante la quale avremo la com- 
piuta risoluzione della proposta X* = A. 

Per applicare queste formule sia 

X"=A 

2 ) -+_ 4 o v'- 
avremo q = 340 , m = 56 , l = 9 , t = 4 , e, purché sia soddisfatta 
la necessaria condizione A" = 1 , la proposta si ridurrà (j. 63.) alla 
più semplice X's/ . Questa presa per sé sola esigerebbe soltanto 
che fosse A"’ ~ 1, ma avendo già supposto che sia A"~t prenderemo, 
come nel presente §, m = 3 , r' = 3 , r = 4 , tp = 7 , e risulterà 

X= H A " — H A , essendo H‘=:B = A" = A~' , 

e B’= 1 . Occorrerà cercare una radice primitiva della U” = I ; 
essa è data da JT=2”=I18 , giacché si trova H'= 13 , H’= 129 . 

12 
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Quindi per la risoluzione della proposta basterà avere soli' occhio la 
relazione 

//= 1 48 , — 4 43 , 45 

B = A"= 439 , — 480 , 4 

= — 430 , 439 , 4 

Se per esempio sia X" ===== — 3 + 6 \A = — 234, troveremo 

* 1 24 40 V/- 

( — 234)’=== — 130; questo valore è uno dei tre precedenti, per- 
ciò noi siamo sicuri che la proposta è possibile, e che una sua radice 
è data da X=// ds — 118.234 = — 21 . Tutte le altre radici 
si otterranno moltiplicando per questa — 21 le radici della T“ = 1 . 
Siccome abbiamo trovato che H=118 è una radice primitiva della 
//” = 1 , così 118’ = 15 lo sarà della 71=1 , e tutte le radici 
di questa saranno 13 , 13' , . . . . 13' , 1 ; in quanto alla 7') = 1 
issa ha le radici ± 1 , ± V , le quali ultime mediante il modulo 
21 + 10 VA possono ridursi a ±32. Cosi tutte le 38 radici della 
proposta congruenza sono (§. 34.) espresse dai prodotti 

A = ±34 (4, 4 5, 335, 4 39, 339, 4 89, 4 80, 34 4, 36) (4, 53) 
od anche da 

A’ = (4 0, 6 — 8 VA, 4 3 — 3 \A, 4, 8 — \A, 7 +5 VA, 40+4 VA, 40 + 3 \A, 7 + 4 VA)fl 

83. Le congruenze più complicate si potranno ridurre a congruenze 
binomio negli stessi casi e cogli stessi metodi, coi quali la risoluzione 
delle (equazioni si riduce a sole estrazioni di radici. 

Sia proposta la congruenza a modulo immaginario 

A 1 + (3 + vA)A'* + (5 + 4VA)A + 3 — VA ■■ ■ 0 

" ~t" * v 

moltiplicandola per 8 — 7 \A essa si riduce ad una congruenza relativa 
a soli numeri reali 


X* + 4 7 x* — 48 x — 48 = 0 
443 

Questa x’ — 96 x* — 48x — 12=0 postovi x = 32 + y si libera 
dal secondo termine e diviene y' — 69 y + 38 = 0 , e posto 
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13 j. , IO 

y=*H «a ** -j- san — j- = o ; 

poscia se j*=u — 1 9 si ha u* -4-54 = 0 , 

equazione priva di radici. Perciò nel presente caso le formule Car- 
daniche riescono affatto inutili, appunto come avviene nel noto caso 
irreducibile. 

Non credo che rimanga altro spediente per risolvere la 
x’ 4- 17 x' — ec. se non so quello di tentare per x tutti i numeri da 
1 a 113; ignoro se per le congruenze vi sieno criterii o teoremi, i 
quali servano a diminuire il numero dei tentativi. Le sostituzioni da 
1 a 9 si eseguiscono comodamente coll’ algoritmo usato nella mia me- 
moria più volte citata 


4 4. 4 7 — 48 — 4 4 42 

4 4 -I- 48 — SO — 4 472 

2 4 4- 49 — 40 — 4 462 

8 4 4- 20 4- 4 2 — 4 4 06 

9 4 4- 26 4- 486 4- 532 


Si vede a colpo d’occhio che questi tentativi riuscirono inutili, perchè 
gli ultimi termini 1172, 1162, 1106, ec. non sono divisibili per 113 
giacché le ultime cifre darebbero i quozienti 4, 4, 3, ec. Poscia cal- 
coleremo la trasformata in (x — 10) ed anche in essa faremo inutil- 
mente le sostituzioni 1, 2, .... 9 


4 4- 47 — 48 — 42 

40 4 4- 27 4- 222 4- 2208 

4 4- 37 4- 592 
4 4- 47 


4 4- 47 — 86 — 4 4 82 

4 4 4- 48 — 38 — 1220 

3 4 4- 49 4- 12 — 4 4 58 


Continuando pazientemente si trova xs38, 69 , 82 . Da cui risulta 

X - 1 — 2 + 4^ , 1-3V, — 1 — h V . 

84-7VA 
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Questi calcoli per tentativi riescono molto più laboriosi quando si 
tratta di congruenze ad immaginarii col modulo reale. 

Cosila a*-j- ( a s \A) -4- ( 4 — v^M-M = o 

mi dà la radice X= 2 4 - 3 , ed una congruenza del 2.” grado 

priva di radici. Essendovi una sola radice l'analogia farebbe supporre 
che in questo esempio la formula Cardanica non cadesse nel caso ir- 
reducibile; ma ponendo 

X—Y—i — V, r-+-(4 4-8/') y-M— I + 3^ = 0 , Y=r.z + — 

Z*-+-( — (+J^)? + (3 — 2^ = 0, Z' = U — 3 — 

si giunge alla l/' + 2 — V^=0 , la quale è impossibile (y 58.), cioè 
non ammette alcuna radice. 

Le congruenze a coefficienti reali, che hanno tre radici reali, ca- 
dono nel caso irreducibile se il modulo è == — I ; invece, quando il 

modulo = 1 , esse sono risolubili mediante la formula Cardanica. 

3 

66. Terminerò questi cenni sulla risoluzione delle congruenze, in- 
dicando una trasformazione che in qualche raro caso potrà facilitare 
il calcolo. Proposta la congruenza 

*'* "+" 7 *" -f- 6= 0 

se si osserva che x" -*^ | essa può scriversi cosi 
7 6 = 0 , 

la quale si risolve alla maniera delle congruenze del 2.* grado; cioè 
posto x“ = 2 4- y si ha »/’ 4- 1 = 0 : ora la T* 4- 1 ■■■— 0 

r 3 3 54-2^ 

dà Y=±V = ±12 , dunque ^ = ±12, x‘‘ = (l4, 19), da cui 

si deduce (§. 63.) x = (l4'’, 19 ,, ) = (I3, IO). 

Similmente la 

X^ + AX'+BmmO 
7 

si trasforma nella 

A A* 4- 4'“ -|- .0 = 0 . 
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67. Accenniamo una facilitazione anche per alcune congruenze con- 
tenenti non solo X , ma eziandio il suo conjugato o la sua grandezza. 
Proposta la congruenza 

• cjjr- 

SrX-ì- A X + Bc]X-ì-C-L- f-cc. ==. M 

dovendo essere gr X razionale porremo X = Y ' , quindi (essendo 
gr' Y = Y cj Y) avremo 

J'cj y-l- AY ' .+. £cj y cc .= M 

t 


Potrebbe credersi che si dovessero tentare per Y tutti i ss — I valori 
differenti, ma osservando che (§. 57.) ej Y~ Y‘ si ha 

y. ( y,-. +j)+/ ,y.« +C /IM + ec)s J / . 

ora Y‘~‘ ammette (§. 57.) soltanto s- 1-1 valori differenti, e basterà 
sostituirli successivamente nella predetta congruenza, dedurne il va- 
lore di Y‘ , e vedere se la sua potenza (s — 1):2 sia congruente 
all’ assunto valore di Y‘~‘ . 

Se abbiasi, per esempio, 


grX-f-(2 — \A)-V-f- 2 cj Xs=z 3 3 \A , 


sostituendo nella 
gli otto valori di 


r(^+2— v' , +2r , )=8 + 3^ 

y*=(i,2-+- a\Y)n , 


si trova (nel che l’uso dei logaritmi (5- 58.) riesce assai giovevole) 
che P*=— 2 — 2\^ dà + , 

che è l’unica soluzione della congruenza proposta. 

68. Noi sappiamo ($. 57.) che rispetto ad un modulo primo p il re- 
siduo della potenza (p — 1) : 2 di qualsiasi numero reale a è l’unità 
positiva o negativa: le molte considerazioni che si fanno intorno a tal 


residuo diedero occasione al Legendrc d’ indicarlo col simbolo {—j , a 

cui potremo sostituire (a ; p), acciocché la vista del ; in luogo del 
segno di divisione mostri che si tratta di un particolar simbolo e non 
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di una ordinaria frazione. Cosi abbiamo 

. p)tb± 4 . 

P 

Se a è numero non primo, (a- ; p) è evidentemente il prodotto 
dei residui corrispondenti ai singoli fattori di a . Di più il Jacobi 
estese l’uso di tal simbolo al caso che p sia composto di fattori, in- 
dicando con (a ; 6) il prodotto di lutti i singoli residui quando in luo- 
go di b si pone ciaschedun suo fattore componente. 

La legge di reciprocità è espressa dalla equazione 

( 4 ) («; b) ! )<*->*-•> '4 

essendo a b due numeri dispari positivi senza alcun fattore comune. 
Nel calcolare l’esponente (<i — 1) (6 — i):4 si possono togliere ad a 
ed a 6 tutti i multipli di 4. 

Se per esempio voglia determinarsi il valore di (47; 101), si osser- 
verà che per la precedente legge esso è =(101; 47), poiché l’esponente 
di ( — 1) è multiplo di 4. Considerando che (101 ; 47) indica un residuo 
rispetto al modulo 47 si fa palese che esso è identico con (7; 47) (avendo 
sostituito a 101 il suo congruente 7), il quale per la legge di recipro- 
cità è =(47 ; 7) (—1)' "'=—(47 ; 7)=— (il ; 7). E per la stessa legge 
si ha (3 ; 7) = (7 ; 3)(— 1)" ,:, = (7 ; 3) = (2 ; 3). Ora (2 ; 3) espri- 
me il residuo 2’ = — 1 . Questi calcoli danno per conseguenza im- 
mediata (47 ; 101) = 1 . 11 che (essendo 101 numero primo) è il cri- 
terio da cui si conosce che 47 è residuo quadratico rispetto al mo- 
dulo 101. Infatti si ha 42’ ==47 . 

404 

La legge di reciprocità riguarda soltanto i numeri dispari, occorre 
perciò conoscere la formula relativa al 2, essa è 

(3) (3 i 6) = ( — 4 )<*»—•> • 

Nel calcolare l’ esponente del secondo membro si può togliere a b 
ogni multiplo di 8. Cosi per esempio 

<2 ; 2 4) = (3 ; 5)= (— . 4 )<■»-!' 1 • = — 4 . 

In quanto al valore di ( — 1 ; b) esso è =( — l)** -0 '' } purché 6 
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sia un numero dispari e positivo. Se b è numero primo questa ul- 
tima formula non è altro che la definizione stessa del simbolo ( — I ; b) ; 
altrimenti la si dimostra con molta facilità. 

Vogliasi sapere se — 95 sia residuo quadratico rispetto al modulo 
101 . Le tre formule predette danno 

( — 96 ; 4 04)= (95 ; 101) = (tot ; 95) ( — 4)* , 

(tot ; 95) = (6 ; 95) = (2 ; 95) (3 ; 95) , 

<2;95) = (— 4)«*— " = • =4 , 

(8 ; 95) = (95 ; 8)( — 4)* = — (2 ; 3) = — ( — 4)»— ' :, = 4 

Dunque 

( — 95 : 404) = 4 , e — 95 6 

’ 104 

è residuo quadratico. Infatti 

39’ = 6 . 

404 

69. Nel calcolo degli immaginari! si hanno una legge di reciprocità 
e due formule analoghe alle precedenti: io le trovai per induzione, 
poscia vidi che erano già conosciute. Qualunque sia il modulo sem- 
plice P , posto y = gr' P — 1 si ha 

A'— 4 , = n 

p p 

questo residuo fi che è una delle quattro unità; lo indicheremo, ana- 
logamente alia segnatura usata pei numeri, con { A ; P } . Se 

{ A ; P} = i , A è residuo biquadratico rispetto al modulo sem- 
plice P , cioè si può soddisfare alla congruenza X' = A . Se 
j A ; P }— — 1 , A è soltanto residuo quadratico . 

Analogamente all’ estensione data dal Jacobi alla segnatura del Lc- 
gendre, indicheremo con | A ; B } il prodotto delle unità corrispon- 
denti ai singoli fattori semplici di B . La legge di reciprocità io la 
esprimo con 

(4) = ( — 4)’ 

essendo 

(t_4)«4.(a— 4 )Ih-«/3 
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nel calcolo del qual esponente possono togliersi ai numeri a b « 3 
i multipli di 4 che essi comprendono. Questa e le seguenti formule 
sono sottoposte alla sola condizione che gli a b sieno numeri dispari, 
ed i coefficienti « 3 del ramuno sieno numeri pari: tale è la forma, 
a cui giova ridurre ogni immaginario non divisibile per t -f- V . 
Riguardo a 1 trovai che 

(S) jt ;6 -h/3v^I = 

Nel calcolare l’esponente (1 — (6 — 3)' — 2 3’) '■ 8 si possono togliere 
a 6 ed a 3 i multipli di 16. 

Per l’unità V risulta dalla definizione che 


(3) 




Nel calcolo dell’ esponente possono tralasciarsi da 6 c da 3 i multipli 
di 8. 

Il quadrato della (3) si esprime più semplicemente con 
{V ; b + 3v}'=\—t ; » + J 8v^} = (— *) 4 “ 


0 T °, 


bb+33-i 


£ 

2 2 


giacche, nella solita ipotesi di 6 = 1 ^ 

Se occorra determinare {2 : B\ , osserveremo che (l-f-\A)'=2V’' ; 
perciò il quadrato della (2) divisa per la (3) darà con facile ridu- 
zione 


( 4 ) {2 ; 6 + / 3 vA }=\/' ,4 ‘ 

Dalla stessa (2) si deduce pure 

{ 1 _ vr : 6 £ V^} <= 

Un esempio renderà più chiaro I’ uso di queste formule. Si cer- 
chi se 68 14 sia residuo biquadratico rispetto al modulo sem- 

plice 103. Decomponendo il dato intero in una potenza di l-t-V 
ed in un intero, che abbia il coefficiente di ramuno pari si ha 

{68 4 - 14 VA ; 403 { = {8 V" ì 103 } {7 — 34 ; 108 } . 

Le formule (3) (4) danno 

\%V ; 103 } =1 
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Poscia per la (1) si ha 

{7 — 84VA i « 03} = — 1 103 , 7 — 34\A} = — { — 6 + I 3 V” ? 7 — 3 4 \A } 
Per la (3) si ha 

{VA ; 7 — 34 VA} = VA . 

Ed adoperando due volte la legge di reciprocità 
{I3-|-6VA ; 7 — 34vAi-{7 — 34VA-,I3-H6VA} = {— 5 — 8VA;<3-|-6VA} = 
= — {43-MVA ; 6-t-8VA| =— }3VA ; S-MVA} 

La (3) dà 

|\A ; » 4- 8 = — < 

Finalmente 

|8 ; S-f-SvA^fS + SvA ; 8} = {— 4 H-3VA ; 8Ì <=_ {3 ; — t -l-SVAi = 

= — — v^- ; — 1 _4_2V^}= — va- 

do tutte queste equazioni si deduce 

{ 68 -J- 4 4 VA V 4 03} = 4 (— 4)VA(— 4)(— 4)(— \A> = — 4 , 

Quindi 68 4 - 141 A c rispetto al modulo 103 soltanto residuo qua- 
dratico. Infatti si trova 

(67 + 20 VA>’ = 68 4- 44 VA i 
4 03 

e la 

X‘ 67 4- 20 VA 

4 08 

non ha poi alcuna radice. 

70. La teoria dei residui conduce alla determinazione dei divisori 
semplici di alcune formule. Cosi se cerchiamo tutti i divisori semplici 
degli interi espressi da X' — 11 essendo X un intero qualunque; 
ciò c lo stesso come cercare tutti i moduli semplici, che rendono pos- 
sibile la congruenza X‘ = ll ; vale a dire lutti i moduli rispetto ai 
quali 11 è residuo biquadratico. Per la legge di reciprocità avremo 

4 — { 4 4 ; P 4-TrVA}=<— 4)-‘- IP4-TTVA ; 44} 

Quindi tutti i divisori di X' — Il sono (senza parlare di 1 + VA) 
gl’interi semplici, che hanno il coefficiente di ramuno divisibile per 

43 


Digitized by Google 



SAGGIO SULL' ALGEBRA DEGÙ IMMAGINARI! 


98 

quattro, c che sono residui biquadratici rispetto al modulo 1 1 ; ed inol- 
tre quegli interi semplici che hanno il coefficiente di ramuno impa- 
ri mcnlc pari, e che sono residui quadratici ma non biquadratici. 

1 primi di questi divisori semplici dovranno essere congruenti ri- 
spetto al modulo 11 con uno dei trenta interi 

±(1,2,3, 4, 5, 2 ±VA > 4 ± 2 (A , 5 ± 3 VA , 3 ± 4 (A , 1±5\A) 

che hanno i logaritmi (J. 58.) paramcnlc pari; ed i secondi (cioè quelli 
con dovranno essere congruenti con uno dei trenta interi, che 

si hanno moltiplicando i precedenti per VA . 

Per tal maniera si possono scegliere tra gli interi semplici lutti 
quelli clic sono divisori di un qualche X‘ — li . Cosi si ottengono i 
numeri primi-semplici 3, 7, 19, 23, 31, 43, ec. ed inoltre gli interi 
3 ± 8 lA, I±I 6 VA, 13 ±12 VA, 17 ±8 VA, ce. e finalmente gli in- 
teri 1 ± 2 VA , 1 1 ± 6 \A , 1 i ± 1 4 \A , 7 ± 1 8 VA , 17±10VA, 

19 ±6 VA , cc. 

Ne viene che se X=x sia reale, tulli i numeri primi composti 
divisori di x' — il sono 3, 89, 187, 237, 313, 317, 333, 373, 389, 
397. ec. Forse col calcolo dei soli numeri reali non sarebbe stato fa- 
cile determinare questi divisori. 

Cerchiamo tutti i divisori semplici P della formula X‘ — 4-t-3lA . 
Perchè sia {4 — 3 \A ; /'} = 1 dovrà essere (J. 69.) 

{3-f-4vA ; P\ : JvA ; P] = 1 , e quindi per la legge di reciprocità 

{P; 3 -+- 4 VA } = ) VA ; P\ = vA‘«' + ”- , > : <-. 

Distinguiamo quattro casi : 


l.° 

Se p==± 1 

, V *== 0 

sarà 

p. 

, ±(1 16. 10, 4, 18). 


r 8 

4 



5 4 VA 

2 .* 

Se » = ± 3 

, *==0 

sarà 

p. 

--*-(», 2, 9, 20, 8 ). 


7 8 

4 



5-(-4vA 

3.* 

Se 1 ) — db i 

1 H 

’ T T 2 

sarà 

p 

— ±(11, 12, 13, 3, 7). 

5 4 . 4 V li' 

4.' 

Se p 5 

, T 

sarà 

p 

■ ± ( 6 , 14, 19, 17, 13) 


7 8 

4 



5-+.4VA 


Per esempio quando X=5 la data formula prende il valore 77 -t- 5 \A, 
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che è divisibile (oltreché per 1 — V) per 15 — 2V , 3 — 2 \A , i 
quali interi semplici appartengono ai predetti casi 3.* e 4.” e sono 
congruenti il primo a — 3, ed il secondo a — 15 . 

Vogliansi tutti i divisori semplici degli interi compresi nella formula 
X' -4- 8 X — 4 1 V = (-* -+■ <)’ — 1 6 — j « V ; 
cioè si cerchino lutti i moduli rispetto ai quali lO-t-llV'' è residuo 
quadratico. Tale condizione si esprime con 

4 «={16 -f.il v -, P}'={V ; P}‘ (3 — S VA ; — 2 ; P}' . 

ossia per la legge di reciprocità 

{/> ; 3 — 2 vy \P ; 5 — 2 V }‘ = I i P\' 


Distingueremo due casi. l.°Se r=0 è {V ; /'!’ = 1 , perciò 

4 

P dovrà essere o residuo quadratico rispetto ad ambedue i moduli 
3 — 2 V , 3 — 2 V , oppure non-residuo rispetto ad ambedue, cioè o 


3 — 3 

oppure P 


±(i, 4, 3), e P , 
±(2,5,6), c P 


3 — 2 


5 — 2\A 


5 — 2 \A 


±(1, 4, 13, 6. 3, », 7) 
.±(2,6,3, 12. 10, 11, 14): 


2.* Se t— 2 dovrà essere o 

4 


3— 2\A 


±(1, 4, 3) , e P 


5 — 2\A 


±(2, 8, 3, 12, 10,11,14) 


oppure P 3 _ ±(2,5,6), e />=__*( 1, 4, 13, 6, 5, 9, 7). 

Per esempio quando X— lO-f-lOtA la data formula prende il 
valore 264 -f- 309 V , che col processo del §. 38. si divide nei due 
fattori semplici 23 — 22 15-t-2tA, i quali appartengono al 2." 

caso, ed il primo è congruente rispetto ai due moduli 3 — ÌV , 3 — 2\A 
coi numeri 3, — 3, ed il secondo è congruente coi numeri 5.9. — 
La nostra formula non potrebbe mai esser divisibile per l’ intero sem- 
plice 1 — 4 , perchè esso appartiene al 1.' caso, ed è, rispetto ai 

due moduli 3 — 2 V , 5 — 2 congruente ai numeri — 5, -f-9: bensì 
essa può essere divisibile per 1 — 4 che è congruente ai numeri 
— 6 , 11 . 


(Letto nelle tentoni 8 Agotlo e 28 Novembre 4 847.) 
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NOTA 


Il Gaudi? io 00 Poscritto ad una sua Memoria ( Mém . de l'Acad. de t Scinteci de l'/niti- 
tut T. XXII. 1850. pag. 134) espone parecchi dei principii fondamentali da me pare adot- 
tati in questo Saggio : e dichiara che , dopo mature riflessioni , trova opportuno di sostituire 
alla teoria degl’ immaginarii considerali come simboli, la teoria delle quantità geometriche 
esposta dal Saint- Venant nella sua Memoria inserita nei Compiei renditi pel 1845. T. XXI. 
pag 680. II nome di equazioni geometriche era stalo da me pure adottato quando nel 1838 
partendo dalla rappresentazione geometrica degli immaginarii inventai il metodo delle equi- 
pollenze 

Avendo io cercato di presentare in questo Saggio i metodi per facilitare i calcoli nume- 
rici , non mi sembra inopportuno di aggiungere alcune tavole tendenti allo stesso scopo 


TAVOLA L 


Numeri primi -semplici, e primi - composti , e interi - semplici , 
in cui questi si decompongono. 


Primi 

semplici 

Primi 

composti 

Interi 

semplici 

Primi 

semplici 

Primi 

composti 

Interi 

semplici 

2 

2 

4 

-i- 

V 

454 

173 

<3-4- 

2 V 

2 

5 

4 

-4- 

ÌV 

163 

181 

9 , 

IO 

ti 

13 

8 

-4- 

2 V 

167 

4 93 

2 , 

12 

12 

11 

1 

» 

4 

179 

197 

1 . 

li 

aa 

23 

6 

» 

8 

191 

229 

Ut , 

2 

21 

31 

1 

» 

6 

199 

233 

13 , 

8 

13 

11 

5 

> 

4 

244 

241 

US , 

i 

il 

53 

7 

» 

2 

323 

267 

1 , 

16 

SO 

61 

5 

» 

6 

327 

269 

13 , 

IO 

61 

13 

8 

> 

8 

239 

377 

» , 

li 

li 

83 

• 


8 

254 

284 

5 , 

16 

1 9 

32 

9 

, 

4 

263 

393 

12 , 

2 

83 

4 04 

4 

f 

40 

271 

313 

13 , 

12 

J 03 

109 

8 

» 

10 

283 

347 

U , 

li 

107 

113 

7 

, 

8 

307 

337 

9 , 

16 

187 

137 

11 

, 

4 

341 

349 

5 9 

18 

131 

149 

7 

r 

10 

331 

353 

12 , 

a 

139 

4 57 

ii 

» 

6 

347 

373 

2 , 

13 


Digitized by Google 




DEL PROF G. BELLAVITIS 


404 


TAVOLA II. 


Logaritmi degli interi (Leggasi $. 34.) per alcuni moduli 
primi-composti. 


il 


17 


a- 

tt log si 

i 

0 • 

2 

1 0 

4 

2 4 

a 

a 3 

i 

4 2 

15 

2- 

si log si 


i o 

aio 
i a i 

gai 
sia 
5 5 a 

12 6 5 

U Z Li 

8 8 3 

g s a 

13 

z 
4 


40* A 


13 1 

La 2 

li 3 
1 1 
& a 

9 fi 

a z 
la a 

Z 2 
2 13 

a u 

13 12 

11 13 
a li 

12 13 

1 13 


Ioga 


0 

13 

11 

1 

z 

a 

a 

u 

fi 

1 
13 
13 

13 

a 

2 
a 


23 


181 

A 

log* 

13 

1 

0 

13 

2 

44 

14 

3 

22 

24 

4 

22 

a 

tt 

18 

22 

fi 

13 

12 

Z 

23 

23 

8 

3 

18 

s 

26 

6 

13 

1 

2 

li 

23 

23 

12 

21 

26 

13 

2 

28 

14 

a 

13 

13 

12 

16 

16 

16 

13 

12 

z 

3 

18 

9 

21 

13 

13 

Z 

23 

12 

12 

21 

12 

4 

22 

fi 

li 

23 

24 

23 

24 

4 

22 

23 

8 

9 

26 

13 

3 

22 

23 

1 

28 

14 


57 


2“ 

A 

log Si 

2 

i 

0 

4 

2 

4 

a 

3 

26 

16 

4 

2 

32 

& 

23 

22 

6 

22 

12 

z 

32 

34 

a 

3 

31 

9 

4_6 

23 

13 

24 

18 

li 

33 

26 

12 

28 

13 

13 

11 

33 

14 

33 

23 

15 

13 

9 

16 

4 

18 

12 

Z 

36 

18 

12 

33 

13 

33 

38 

23 

23 

23 

2i 

22 

21 

22 

31 

5 

23 

13 

_13 

24 

29 

29 

26 

li ì 

a 

26 

U2 

fi 

22 

e 

U 

28 

34 

24 

29 

21 

li 

33 

li 

22 

31 

2 

Z 

32 

& 

li 

38 

23 

28 

ai 

8 

19 

36 

19 

1 

36 

18 


41 


fi 4 0 

33 2 

11 3 

23 i 

23 5 

aa fi 

23 2 

13 g 
13 9 

32 ifl 

23 li 
4 12 

21 13 

21 li 

3 13 

18 16 
26 12 

33 13 

31 13 

13 23 

aa ai 
a 22 
33 23 

16 24 

11 23 
2 26 

12 22 

31 28 

22 23 

9 33 

13 ai 

32 32 

12 33 

23 34 

aa 33 
23 36 

16 22 

a aa 

z 33 a 

1 49 20 
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Mostriamo con un esempio l’uso delle precedenti tavole. Vogliasi risolvere la congruenza 


* 


3 v 


rispetto al modulo i -4- 1 \F il secondo membro £ ~ 5 ; cercando questo 5 nella co- 

lonna et della lavolclta corrispondente al modulo 12 si trova log 5 = 2 , il qual logaritmo 
deve dividersi per 3 ; ora si ha 2 = 3, 19 , e cercando il logaritmo LS nella stessa co- 
lonna « si vede che esso è logaritmo di il ; perciò 


X — il = 3 — 2 \T 

1 + 4\A 

La congruenza non ha che questa sola radice 


TAVOLA III. 


logaritmi degli trifori per alcuni moduli primi -semplici 
(leggasi §. i$8j 39.) 


Modulo 






Modulo 

UL 





a 2 

3 

na 

103 

440 

82 


28 

32 

12 

20 

113 

58 

4 0 

a 

■il 

là 

28 

4fi 

23 

54 

aa 

Rii 

8 

45 

23 

1 fi 

i 

4 00 

aa 

22 

14 

85 

fi 

25 

34 

117 

118 

an 



u 

116 

(LI 

aa 

ai 

42 

21 

aa 

LI 

L6 

52 



aa 

449 

OR 

104 

sa 

an 

24 

4 

55 

18 

22 

Modulo 

x, 

108 

84 

ao 

22 

an 

0 

120 

LI 

85 

2J 

18 


ai 

109 

5 

fi! 

ai 

an 

(11 

41 

445 

aa 

2 



i 

25 

24 

aa 

u 

102 

84 

a 

1 

aa 

12 

Veggasi la tavola 

20 

i_a 

aa 

105 

hi 

fiR 

84 

2fi 

85 

28 

un 

114 

35 

4_ft 

404 
4 06 

82 

88 

88 

La 

in 

aa 

data al § 

5R 

2 

aa 

40 

107 

82 

LS 

112 

a 2 

MI 

48 

aa 
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Modulo 18 , Base 5 4- VA 


m 

Nudi. 

Logar. 

& 

Interi Logar. 

Interi 

Logar. 

1 

LO 

20 

1 

— 3 + 7 V 

ia 

3 — VA 

19 

a 

5 

10 

3 

— 2 — 4 V 

30 

-3 + 5 VA' 

az 

3 

— Z 

(ÌO 

3 

— 4 — 2 VA 

&1 

9 -H 9 VA' 

ÓA 

1 

£ 

ao 

1 

7 — 3 V 

za 

5 — 2 VA' 

13 

5 

8 

100 

a 

+ V 

20 

— 1 4-3 VA' 

ai 

li 

— 8 

( 20 

fi 

— 7 — 3 \A 

(08 

4 4-3 VA' 

109 

z 

— 4 

1 (0 

z 

4 — s y 

(26 

— 5 — 2 VA 

127 

8 

— 2 

(60 

a 

2 — 4 VA 

1 44 

-94-9 VA’ 

145 

9 

— i 

(80 

s 

3-4- 7 V 

162 

3 4-5 VA' 

(63 

IO 

IO 

200 

io 

— 1 

480 

— 3 -VA' 

(81 

li 

— 5 

220 

li 

3 — 7 va 

(98 

-34- VA 

(99 

13 

7 

240 

12 

3 -I-4 VA' 

2(6 

2 — 5 VA 

247 

1_3 

— 6 

360 

13 

« + i VA' 

234 

— 9 — 9 VA 

235 

LA 

— 3 

380 

LA 

— 7 — f- 3 VA' 

252 

— 6 4- 2 VA 

253 

LO 

8 

300 

15 

— VA 

270 

1 — 3 VA 

271 

la 

4 

330 

Ifi 

7 4- 3 \A 

288 

— ( — 3 VA 

289 

12 

2 

340 

LI 

— 4 4- 2 VA 

306 

54- 2 VA 

307 

la 

< 

360 

ia 

— 3 4- 4 VA' 

32 4 

9 — 9 VA 

825 




12 

— 3 — 7 VA 

342 

— 2 — 5 VA 

343 


Pel modulo 25 reggasi la tavola al §. ì>9 


Modulo 51 , Base 1 — 4 VA 


4 

LZ 

32 

( — (0 — 5 VA 

30 

(4- 4 VA 

ai 

2 

10 

ai 

2 1 3 -t- 7 VA 

fiO 

(0 — (4 VA 

ai 

3 

15 

2fi 

3 — 2 — 1(1+ 

90 

— 15 — 3JA 

91 

i 

z 

428 

4 — 4 — 4_VA 

420 

11 -4- 1 2 \A 

424 

5 — 

5 

160 

5 — (1 — 2 VA 

(50 

(2 -1- (( VA 

454 

& 

8 

(92 

fi 7 4- ( 3 VA 

(80 

— 3 — 15 VA 

181 

Z 

12 

224 

7 — 5 — (0 VA 

210 

— 14 -)- 10VA 

2(4 

8 — 

(3 

256 

8 4- VA 

240 

< 4- VA 

241 

9 — 

4 

288 

9 5 — (0 VA' 

270 

— 14- VA 

271 

4 0 — 

0 

320 

10 — 7 -4- (3 VA 

300 

(4 -4- 10 VA 

301 

44 — 

9 

352 

li (( — g_VA 

S30 

3 — 4 5 VA 

331 

12 

2 

984 

12 4— 4 VA 

360 

— (2 4- 11 VA 

364 

ia 

3 

4(6 

13 9 — (( VA 

390 

— (1 12 VA 

394 

14 — 

4 4 

448 

14 — 13 4- ZJA 

420 

15 — 3 VA 

421 

45 — 

i 

480 

L5 (0 — 5 VA 

450 

— (0 — (4VA 

451 




(6 — i 

480 

— 4 VA 

484 


Digitized by Google 


1 


SAGGIO SULL' ALGEBRA DEGLI IMMAGINARI! 


Altre tavole » potrebbero formare adoperando pel modulo 69 alcuna dello radici primi- 
tive 9, 8, 5, 8, oc. ; pel 61 alcuna delle 10, 9, 6, 7, ee. ; pel 79 le 5, 41, 90 ; pel 

89 le S, 6, 7 pel 97 le 10, 5, 7 ; pel 1 09 le 1 0, 6, 1 1 . . . . 5 pel 118 le IO, 

8, 5, 6 ... j pel 1 87 le 8, 6, 6, 1 9, 1 9, 90 ; ec 

Pel modulo 4 3 potrebbe servire la radice primitiva l-f-9V^; pel 4 7 la 1 — 2 
ola 3— , pel 69 la 3 \f ; pel 67 la S-l-RV^jec. 



Digitized by Google 


